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Preface

〈渦〉は，物理に限らず様々な科学の領域で，複雑な現象や不思議な効果を表象
するキーワードである．数学的にいうと，〈渦〉とは “curl”によって計られる場
の歪みの基本量であって，これを一般次元に拡張すると，1次微分形式の外微
分として表わされるもの全てである．さらに広く展望すると，外微分と内部積
を組み合わせた Lie微分やシンプレクティック 2次形式に対応する Poisson括
弧積なども〈渦〉を表現する数学的形式といってよい．流速ベクトルVVV に対し
て渦度 ωωω ∇ VVV，電磁場のベクトルポテンシャル AAAに対して磁場 BBB ∇ AAA，
4 次元ポテンシャル Aµ に対して Faraday テンソル Fµν ∂ µAν ∂ νAµ，オ
ブザーバブル X に対して H X : jk ∂ jH ∂kX （ jk: Poisson行列，H:
Hamiltonian）など，物理のあらゆる領域に〈渦〉が現れる．まさに万物は「流
転」するのだ．
この講義1では，渦に関わるさまざまな数学的概念を整理し，渦の数学的特

徴づけについて論考する．

2012年 1月 吉田善章

1 九州大学・大学院数理学研究院　集中講義（2012年 1月 23 日～27日）．
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Chapter 1
〈渦〉とはなにか

〈渦〉は「現象」と「もの」の間を揺れ動く不確定な概念である．たとえば水
の流れに現れる渦は，流れという現象のうちに生起する文様なのだが，それは
たとえ不安定で移ろいやすくとも，ある〈自己同一性 = identity〉を保とうと
する．それゆえに，ある（不確実な）外延と形態を有する「渦というもの」を
私たちは名指すことができるのだ．
〈渦〉という言葉が喚起する一般的なイメージには，したがって，移ろい

やすさ，生成・消滅，変動，変形，といった「動的なもの＝ダイナミズム」が
含まれる．また，巻き込み，かき混ぜ（ミキシング），揺り動かし，さらには
幻惑といった「作用」の概念を引き寄せる．〈渦〉が文学や美術によく現れるの
は—また日常言語でも「渦巻く・・・」とか「渦中の・・・」とかのように頻繁に
用いられるのは—こうした「動き」「作用」のイメージに，不思議さのニュア
ンスが色を添えるからであろう．その不思議さの一端を数理の課題に定式化す
ることが，この講義の目的である．
〈渦〉をめぐる以上の短いコメントについて，その背景にある概念をもう少

し丁寧に説明し，この講義の主題を定めてゆこう．

1.1 渦という表象

1.1.1 自己同一性 (identity)と表象 (representation)

私たち（とくに「理科系」と呼ばれる技能者たち）は，ある注目する「もの」
について，その〈自己同一性 = identity〉はあらかじめ定まったものだとして議
論を始めることが多い．たとえば，アリストテレスの論理学において「A B
かつ A Bであることはない」というとき，まず「AはAとして自己同一性が
定まった項」でなくてはならない．しかし，ベルグソン（Henri-Louis Bergson;
1859–1941）は，Aは「現在」において同一性が定まる項ではありえないこと
を指弾する．現在におけるAのありようは，同時に過去と共存し重層化してい
る，そのために「現在の A」は自己自身として存在するのではなく，Aの断片
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2 1 〈渦〉とはなにか

がある時間的切断面に顕在化したものと考える．こうして，Aと他項との差異
が，それぞれの時間断面に現れると考えると，Aとは〈差異化の作用〉に他な
らず，その差異を〈生成〉する運動性こそが本質であるということになる．1

この興味深い批判を心に留めつつ，物理の理論がどのように語られるのかを
再検討してみよう．たとえば「惑星」の軌道を記述するとき，まず最初に惑星
を「質点」という抽象概念に置き換える．質点とは，ある定まった質量をもち，
時空間の中に一つの位置を占める数学的な「点」である：このように identity
が定まった「もの」である．現実世界にある存在を思弁的に（数学的に）操作
できる概念に置き換えることを〈還元 = reduction〉という．惑星の運動という
物理の問題を考えるとき，私たちは惑星を〈表象 = representation〉する道具と
して質点という数学的概念を措定するのである．
しかし，惑星を質点という表象へ還元することが「成功する」のは，その軌

道を議論する限りにおいてである．惑星そのものは，もちろん筆舌に尽くしが
たい複雑系であって，それに関して様々な〈主題 = subject〉を立てて議論する
ことができる．私たちは，惑星軌道の理論（正確にいえば質点軌道の理論）を
客観性の極みとみなすのだが，実はその言説の前提に「主題の選択」という主
観が介在しているのである．
現実世界の存在と，その物理学における表象（ここでは〈モデル〉と言い換

えてもいいだろう）の間には常に隔たりがある．そして，その「すきま」こそ
面白い．還元によって捨象された「すきま」には，新しい発見が生まれる可能
性が満ちているのだ．ガリレオが示した物体の落下の法則，すなわち『質量に
依存せず全てのものは，空気との相互作用がない限り，同じように落下する』
は，質点に還元された物体の関する法則であって，現実世界にある物体は，有
限な大きさをもつために空気と相互作用し，そのために（アリストテレスが述
べたように）軽い方がゆっくり（複雑に）落下する．質点の落下モデルが捨象
した「物体と空気との相互作用」は，流体力学では重要な主題として立ち現れ
る．あるいはミクロの世界へ展望を拓くと，電子という物体の運動を記述する
ためには，大きさをもたない質点というモデルは妥当せず，不確定性原理を満
たすような数学的表象として波動関数を措定することになる．そこに量子論の
主題が現れる．
さて，物理が考える〈渦〉とは，どのような事象（物質界に見いだされる主

題）をどのように表象するものだろうか？〈渦〉は，運動に現れる「様相」を
指し示す言葉であるから，それ自体が〈物体 = material〉ではない．たとえば
流体の渦は，物体としては流体なのであり，主題となっている「もの」は，そ
の運動様式なのである．〈渦〉が identityを付与されうる「もの」だというとき，
その「もの」とは〈thing〉あるいは〈matter〉に相当する概念である．

1 この主張は，ソシュール (Ferdinand de Saussure; 1857–1913)が言語の共時態を分析したと
き気付いたポイント「もともと同一性が定まった言葉（ラング）などなく，言葉は記号の〈差
異化〉する作用としてしか存在しない」という発見と合流し，それ以降の記号論，構造主義，
ポスト構造主義の系譜へ発展してきた．現代の哲学は，表面的な identityが措定される背景
（隠された意図，権力の浸透を許す構造，ノルム＝正準性を規定しようとする権威）に批判
の目を向ける．たとえば，男・女という二項の措定が覆い隠そうとするジェンダーのより深
刻な問題を，フーコー (Michel Foucault; 1926–1984)は「知の考古学」という方法であぶりだ
そうとした．デリダ (Jacques Derrida; 1930–2004)は，二項対立を融和的に解消しようとする
弁証法を批判し，二項の関係の内に暗黙化されている「主・従」，「中心・周辺」の位置を反
転して差異をずらそうと企てたのである．
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このような「もの」の類例を求めるならば，量子論における〈波動関数 =
matter wave〉の固有モードが適切であろう．たとえば電子の波動関数は，電子
の「状態」を記述するための表象であり，その固有モード（たとえばＳ電子，
Ｐ電子）は〈量子化 = quantization〉によって identityが付与される（差異化さ
れる）．
固有モードというとき，時間の概念が挿入されることに注目しよう（ベル

グソンの指摘を想起しよう）．固有モードとは，ある恒久的な状態を意味して
いる．恒久性によって identityが生じるのである．固有モードを特徴づける固
有値は波動関数の固有振動数に相当する（力学理論では，時間とエネルギー
が共役関係を作るので，固有値はエネルギーの準位を意味する）．固有値の差
異によって状態の差異が指定されるのである．分子を組織しない電子（原子核
に捕捉されていない電子）は，空間を自由に動き回り，固有の状態＝恒久的な
identityが定まらない．自由電子の運動は連続スペクトルの領域によって表象
され，非定常性，カオスが物理の主題となる．
この例は，物理においても，その主題とするところの「もの」の identityの

成立が a prioriなものでなく，むしろ現象の中から立ち現れるということを示
している．現象と identity（「もの」として名指すこと）の関係を，さらに深く
考えよう．

1.1.2 コペルニクス的転回（Kopernikanische Wende）

私たちが直接的に認識することができるのは〈現象 = phenomenon〉である．2

現象は連綿として全宇宙に広がる混沌である．私たちは，これを主題に応じて
様々に分節化し，「個々の事象」を認識・記述・分析するために「もの」を概念
として措定する．「もの」は主観に対して二次的（派生的）である．「もの」と
いう客観に先だって主題の選択という主観があるのだ．では「もの」の認識＝
客観が一般性をもつのはなぜか？カントは，主観の側に a prioriな形式があり，
それにしたがって認識が構成されるからだという．
このような主観と客観の位置関係は，普通の考えかたを反転している—普

通は，対象の唯一性が客観に統一を与え，主観の中に生じる認識を規定すると
考えるのである．カントの〈コペルニクス的転回〉とは，逆に主観の側に対象
を規定する a prioriな形式があるという逆転した考え方なのである．

2 一方，認識主観から独立した（むしろ認識不可能な）それ固有の存在を〈もの自体 = Ding
an sich〉と呼び，カントは「もの」にこの二面性を与える．「現象」と「もの自体」が同時的な
二面性であるという考え方は，二元論的な曖昧さを可能にする．「人」というものは，現象と
しては自然法則にしたがい，一方で「もの自体」として自律的である（自由意思に従う）と
考える余地を生むのである．しかし，自然科学の冷徹な見方では，生命とは第一義的に「現
象」であり，「生物」という概念は，時空間に局所化した一連の有機化学反応に対して，それ
を「もの」としてモデル化するために措定された identityである．ミクロの世界では個体の
境界は限りなく曖昧であり，物質的にも極めて流動的・開放的である．また意識と呼ばれる
現象も，エス（フロイトがニーチェから転釈して用いた語：非人称的な自然現象としての精
神活動であり，自我および超自我と対立する）と外界という二つのカオスの境界に生起する
不安定な現象なのだ．
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Fig. 1.1 カント (Immanuel Kant: 1724–1804)はニュートンの自然哲学に大きな影響を受けた
といわれる．時空に関する理解は物理学の理論に通底する．

カントのいう「認識の a prioriな形式」とは，端的に言えば〈時空間 = space-
time〉に他ならない．空間という認識形式は，生物という「もの」が自らの外
延と環境の関係を認識するという原始的な次元に起源しているはずであり，こ
れがあらゆる人に先天的に備わる普遍形式であると考えることに異論は少ない
であろう．時間という認識形式は，もう少し高度であるが，やはり身体性に根
差した古い起源をもつ a prioriな形式にちがいない．生命現象の本質は反復に
あるとするならば，回帰性やリズムあるいは変調を認識する形式として時間が
必要となる．時間を空間と併置する物理の理論形式に対しては異論も多くある
が，物理的な運動に限らず，連続的な変化を表現するためには時空間で運動を
規定するのが最も自然である．
さて，このような古典の地平で〈渦〉とは何かを問い直すと，それは「時空

間の歪み」だと考えるのが最もふさわしい．時空間は，もはや a prioriな形式
ではなく，現象によって歪む．〈渦〉は「もの自体」というよりも現象であり，
さらに客観の「対象」であるというよりも客観を「記述する形式の問題」とし
て立ち現れる．
このことを，物理の言葉で説明しよう．

1.1.3 時空間と「もの」

物理の基本的な文法は，「事象」を「時空間」におかれた「もの」として記述す
る．時空間は幾何学によって具体化され，「もの」はエネルギーによって具体化
される．
「もの」の状態を〈ベクトル = vector〉によって表現できるとする．このベ

クトルが棲む線形空間を〈状態空間 = phase space〉という．古典力学では配置
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空間（n次元多様体 X）と運動量空間（X の余接ベクトル束 T X ）の直積空
間だとする．量子力学では配置空間（X）上の関数空間（あるいは関数の準層）
を考える．
「もの =エネルギー」の具体的な表現をハミルトニアンという．すなわち

ハミルトニアン H とは，状態空間上で定義された実数値の関数であり，3 これ
が「もの」の identityだと考えるのだ．
物理的世界（物体の運動を記述する時空間）の幾何学は〈シンプレクティッ

ク幾何学〉とよばれる（私たちは第 3章でその一般化を考えることになる）．
運動は「もの =エネルギー」が保存するように起こる (identityとは不変性であ
るから）．したがって，エネルギーの勾配（位相空間における）と直交する向
きへ運動が起こることになる．運動方程式の一般的な形式は，状態ベクトルを
u,エネルギーを H u と書くと，

d
dt
u ∂uH u (1.1)

となる．ここで （以下〈Poisson作用素〉と呼ぶ）はある反対称作用素であ
り，勾配ベクトルをそれに直交する向きへ変換する働きをする．この がシ
ンプレクティック幾何学の構造を定めているのである（第 3.1節参照）．
通常の「正準力学系」では， は正則な全単写である．〈渦〉が時空間の歪

みであるといったのは， の「特異性」として〈渦〉を認識することができ
る，という意味である．このことを説明するのが本講義の主要な目的である．

1.2 渦の数学的表現と数理物理としての問題

1.2.1 渦に係る数学的な表現

本講義において〈渦〉とは “curl”によって計られる場の歪みの基本量であって，
これを一般次元に拡張すると，1次微分形式の外微分として表わされるもの全
てである．さらに広く展望すると，外微分と内部積を組み合わせた Lie微分や
シンプレクティック 2次形式に対応する Poisson括弧積なども〈渦〉を表現す
る数学的形式といってよい．
具体例を書くと，流速ベクトルVVV に対して渦度

ωωω ∇ VVV

電磁場のベクトルポテンシャル AAAに対して磁場

BBB ∇ AAA

4次元ポテンシャル Aµ に対して Faradayテンソル

3 量子論では，ハミルトニアン は状態ベクトル =波動関数（ψ）に作用する作用素であ
るとし，汎関数 H ψ : ψ ψ 2がエネルギーを与える．
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Fµν ∂ µAν ∂ νAµ

オブザーバブル f に対して Poisson括弧式

H f jk ∂ jH ∂k f

（ jk: Poisson行列，H: Hamiltonian）などである．
curlは微分によってベクトル場の局所的構造をはかる概念であるが，〈渦〉の

本来の特徴はむしろ大域的な構造である．Stokes の定理にしたがって計算す
ると，

Σ
∇ VVV νννds

∂Σ
VVV tttd (1.2)

ただし，Σ は滑らかな境界 ∂Σ をもつディスク状の面，ννν は Σ 上の単位法線ベ
クトル，dsは面積測度，ttt は ∂Σ の単位接線ベクトル，d は線測度である．VVV
が渦度をもつということは，右辺の周回積分（これを〈循環 = circulation〉と
いう）が値をもつことを意味する．正確にいうと，任意のループ Σ について
循環が 0であるならば渦なし（∇ VVV 0）であるが，この逆は領域のトポロ
ジーが単純でない場合は必ずしも正しくない．第 2.2節参照．

1.2.2 渦の物理とは—流体力学，電磁気学，熱力学

時空の曲率に関する理論を重力理論と呼ぶように，時空のねじれ (helicity)に関
する理論が〈渦理論〉だといってよいだろう．重力，遠心力，静電力のグルー
プに対して，渦は Coriolis力，磁力の仲間を構成する．その特徴は「運動の方
向を変えようとするが，仕事をしない」ことにある．したがって，エネルギー
ではなく，運動量の変形として表現される．物質が電荷をもつと運動量 mVVV は
正準運動量 PPP mVVV qAAAになる．これによって，渦度は磁場をまとった正準渦
度（逆に見れば，渦度をまとった一般化磁場）ΩΩΩ ∇ PPP mωωω qBBBになる．
プラズマの運動を支配するのは，この正準渦度である．
渦現象の面白さは，渦とスカラー（さらには他の次数の場）という本来異

なる特性のものが関係することである．たとえば，気圧の変動が渦を生み，逆
に渦は気圧の変化を伴う．しかし，スカラー Φ が定義するベクトル dΦ ∇Φ
には渦がない．この関係（すなわち完全系列）を「不完全化」して渦を生じさ
せるのは空間の不均一である．ある変動量 Q̃の循環とは Q̃のことであるが，
Q̃が完全微分形式 dΦ であるとき dΦ 0となる．これが「渦なし」という
ことの積分表現であるが，空間が歪んで dΦ µdΦ（いわゆる Clebsch形式）
となると循環すなわち渦（d µdΦ dµ dΦ）が生じる．
エネルギー，仕事，熱の関係 (第一法則）

d W̃ Q̃ (1.3)

を，渦とサイクルの関係として読み解こう．4次元時空で考える．流体速度Uµ
と場のテンソルMµν ∂ µPν ∂ νPµをもちいて力学の部分を d W̃ UµMµν

と書くことができる．さらに熱の部分 Q̃をエントロピーで書くと
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UµMµν T dS S̃ (1.4)

を得る．Mµν は４次元正準運動量 Pµ の「時空渦」である．運動量の循環の時
間変化は

d
ds L s

Pνdxν
L s

UµMµνdxν (1.5)

となる（ループ L s 上の各点は dxµ s ds Uµ で運動するとする；Note 1.1参
照）．前式から，これは熱のサイクル Q̃ T dS S̃ とバランスする．準
静的 (S̃ 0)であっても，TdS（あるいは SdT）が完全微分でなければ，渦が
生まれる（Note 1.2参照）．

Note 1.1 (相対論的な Kelvin の循環定理). (1.5) において s は固有時間である．
ループ L s は４次元時空の中のループであり，ある規準系の時間 t でみると，
L s 上の各点は共時性が壊れていることに注意しよう．非相対論的な極限では
L t と近似してよく，その場合は，(1.5)に通常の非相対論的流体運動方程式を
用いて〈Kelvinの循環法則〉を得る：

d
dt L t

PPP tttd
L t

∂tPPP ∇ PPP VVV tttd
L t

n 1∇p tttd

逆に，相対論の枠組みに戻って考えると，厳密に保存されるのは時空のなかを
運動するループ L s （sは固有時間）に係る循環 L s Pνdxν である．ある規準
系で定義したループ L t （t は規準系の時間）について循環を計算すると

d
dt L t

PPP d
L t

T γ dS

となる．たとえ TdSが完全微分でも，γ と Sは無関係であるから，右辺は一般
に０でない．相対性原理によって生じる時空間の歪みが渦＝磁場を生みだすの
である [2]．このメカニズムは，初期宇宙だけでなく，高エネルギー天体や強
力なレーザー場などでも重要な働きをしていると考えられる．

Note 1.2 (Boussinesqの浮力モデルと渦生成).なべ底を加熱して熱対流の渦が生
まれるというお馴染みの現象は，理論的に突き詰めれば，SdT の完全性が重力
場によって壊されていること，重力が Sを歪めているからだということができ
る．普通は流体に働く浮力の項が熱対流を生みだすと説明するのだが，その根
本がエントロピーの不均一にある．浮力の表現であるいわゆる Boussinesqモ
デルを書き換えてみよう．重力 ggg ∇ mGx が作用する流体の運動方程式は

m ∂t vvv vvv ∇ vvv
∇P
n

ggg (1.6)

と書ける．平衡状態（右辺の力=0）を n 1
0 ∇P0 gggと書いて平衡圧力 P0と平衡

密度 n0を定義する．温度の小さな揺らぎ T̃ によって起こる密度の揺らぎ ñを

ñ
∂n
∂T P

T̃ αn0T̃
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と評価する（等圧過程を考える）．これを用いて，

∇P
n

ggg
∇ P0 P̃
n0 ñ

ggg
∇P̃
n0

ñ∇P0
n20

∇P̃
n0

αT̃∇P0
n0

(1.7)

と書く．これが浮力の Boussinesqモデルである．平衡密度 n0はしはしば定数
と近似される．このとき (1.7)の第２項のみが完全微分でない可能性があり，渦
の生成項になりえる．
Boussinesqモデルの渦生成項をエントロピーで書き直してみよう．Maxwell

の関係式
∂S
∂P T

∂V
∂T P

1
n2

∂n
∂T P

α
n

を用いて
α ∇P0
n0

∇S0

したがって (1.7)の第２項は

αT̃∇P0
n0

T̃∇S0

とかき直すことができる．(1.7)の第１項の方は (n0と T0 は定数と近似し，モ
ルエンタルピー hを用いて)

∇P̃
n0

∇h̃ T0∇S̃

と書けるから，(1.7)は ∇h T∇S gggの線形近似に他ならないことが分かる.
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Chapter 2
基本的な概念の準備

この講義で用いる基礎的な数学の概念や記号，定理などについて簡単にまとめ
ておこう．流れや渦という物理の概念を数学的に表現するためには，ベクトル
場をあつかう幾何学と関数解析が必要になる．電磁気学や流体力学で現れる
grad, curl, divといった，微分幾何学の微分作用素に関して，これらを統一的に
理解すること，これらの微分作用素が関数空間に与える構造を理解することが
本章の目的である．さらに詳しくは参考書 [1]を参照されたい．

2.1 ベクトル場の表現と分類（基本的な例）

ベクトル場に係る理論では，それをどのように「表現するか」が鍵となる．ベ
クトル場をいろいろな「ポテンシャル（原始形式）」で表現することで，その
ベクトル場の本質が現れたり，ベクトル場を支配する法則が簡単化されたりす
る．ここでは，まず具体的な（よく知られた）例を示し，数学的問題のポイン
トを明らかにしよう．
古典電磁気学では，電磁場はそれぞれ 3次元のベクトル場である電場ベク

トル EEE と磁場ベクトル BBBによって表現される．
電磁気学で習うように，∇ BBB 0をみたす磁場場BBBは，ベクトルポテンシャ

ル AAAを用いて，
BBB ∇ AAA (2.1)

と書くことができる．この式は，BBBを既知のベクトル場，AAAを未知変数と考え
ると偏微分方程式である．ここで ∇ BBB 0は，方程式 (2.1)の「可解性条件」
である．実際，∇ BBB 0のときは，(2.1)の解を得ることは不可能である—(2.1)
の両辺の divを計算してみよ．
以上はベクトルポテンシャルについてであるが，スカラーポテンシャルには

別の存在条件がある．∇ EEE 0をみたす電場 EEE は静電場と呼ばれる．静電場
はスカラーポテンシャル φ を用いて

EEE ∇φ (2.2)

9
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と書くことができる．この場合は，∇ EEE 0が (2.2)を φ について解くための
（つまりスカラーポテンシャルが存在するための）必要条件である—(2.2)の両
辺の curlを計算してみよ．
以上の例により，ベクトル場の基本的な特性—どのような「ポテンシャル

（原始関数）」で表現できるか—は，基本的な微分作用素（grad, curl, div）に
よって規定されていることがみえてきた．divが 0のベクトル場は，ポテンシャ
ルの curlで表される．curlが 0のベクトル場はポテンシャルのgradで表される
といえそうである．これらの関係によって「ベクトル場の分類」がなされる．
ただし，divが 0であるとか curlが 0であるとかは「微分条件」であり，一

方ベクトルポテンシャルがあるとかスカラーポテンシャルがあるとかは「積分
可能条件」である．当然，後者はより高度な問題である．偏微分方程式 (2.1)
あるいは (2.2)の可解性必要十分条件を，境界条件の与え方も含めて（実は境
界値だけでなく，領域のトポロジーに関係する積分条件も必要になる）厳密に
解決しておく必要がある

2.2 微分形式

2.2.1 ベクトル場と微分形式

ベクトル場（ベクトル値関数）の理論は，スカラー場をあつかう理論にはない
幾何学的な概念が必要となる．その基本的な事項をまとめておく．
n次元のベクトル uuuは，正規直交基底ベクトル eee1 eee2 eeen を用いて

uuu
n

∑
j 1

u jeee j

と表示できる．ここで，デカルト座標 x1 x2 xn を用いて

eee j ∇x j j 1 2 n (2.3)

と表されることに注目しよう．
記号的に，関数 f xxx の勾配（gradient）∇ f を d f と書くことにする．あと

の議論で，この d は勾配を包含する〈外微分= exterior derivative〉という概念
に一般化される．その準備として，〈微分形式 = differential form 〉の概念を導
入する．
n次元ベクトル場の基底を

dx1 dx2 dxn (2.4)

と表すと1，ベクトル場 uuu x1 xn は

1 dx j はベクトル（接ベクトル）に対して，各位置において，その第 j成分を対応させる線形
形式を意味する．すなわち，接ベクトル空間の共役空間（余接ベクトル空間）の基底である．
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uuu x1 xn
n

∑
j 1

u j x1 xn dx j

と表示される．これを 1次の微分形式（1-form）という．以下，ベクトル場 uuu
を微分形式と思うときはイタリック体で uと書く．
2つの 1-form，u ∑u jdx j v ∑v jdx j の〈外積 = exterior product〉を

u v
n

∑
j k 1

u jvk dx j dxk

と定義する．ここで は反対称関係

dx j dxk dxk dx j (2.5)

を満たすとする．(2.5)から dx j dx j 0が導かれる．この約束により

u v ∑
j k

u jvk ukv j dx j dxk

と表される．微分形式 u vは dx j dxk;1 j k n を基底とするベクトル
場と同一視される．これは n

2 次元であり，2次の微分形式（2-form）と呼ば
れる．
一般に p次の微分形式（p-form）は

sgn σ j dx j1 dx j2 dx jp ; 1 j1 jp n (2.6)

で張られるベクトル場と同一視され，次元は n
p である．ただし，sgn σ j は

置換 σ j の符号を表す．例えば n 1 -formの基底は

1 n jdx1 dx j 1 dx j 1 dxn; 1 j n (2.7)

である．p-formと q-formの外積は p q -formとなる．特に重要なのは 1-form
と n 1 -formである．どちらも n次元ベクトル場と同一視できるからである．
また，0-formと n-formはスカラー場と同一視できる．

2.2.2 外微分

以下，変数 xに関する偏微分を ∂xと表記する．ベクトル場の基底を (2.4)と定
義することによって，スカラー場（0-form）wに対して

dw
n

∑
j 1

∂x jw dx j



12 2 基本的な概念の準備

はベクトル場（1-form）∇wを意味するのであった．すなわち，0-formから 1-
form への写像 d は勾配（gradient）である．これを一般化して，p-form から
p 1 -formへの写像として外微分 d を定義する．r-form（r n 1）

u ∑
j1 j2 jr

u j1 jr dx j1 dx jr

の〈外微分 = exterior derivative〉を

du ∑
j1 j2 jr

du j1 jr dx j1 dx jr

により定義する．これは r 1 -formになる．あるいは

du ∑dx ∂x u

と書くこともできる．
以下，空間次元 nが 2および 3の場合について，外微分を具体的に表現し

て固有の名称を与えておく．n 2 の場合について，デカルト座標を x1 x，
x2 yと書く．1-formの基底を dx dy ，2-formの基底を dx dy とする．
0-formから 1-formへの外微分を勾配と呼び，gradまたは ∇と表す．1-formか
ら 2-formへの外微分を回転と呼び，curlと表す．これらの作用を具体的に書
くと，

dw ∂xw dx ∂yw dy
d uxdx uydy ∂xuy ∂yux dx dy

ベクトルとして成分表示すると

grad w ∂xw
∂yw

curl ux
uy

∂xuy ∂yux

と書ける．2

空間次元 n 3の場合は，1-form, 2-form双方とも 3次元のベクトル場と同
一視できる．デカルト座標を x1 x，x2 y，x3 zと書き，1-form，2-form，
3-formの基底をそれぞれ dx dy dz , dy dz dz dx dx dy ， dx dy dz
とする．0-formから 1-formへの外微分を勾配と呼び，gradまたは ∇と表す．
1-formから 2-formへの外微分を回転と呼び，curlまたは ∇ と表す．2-form
から 3-formへの外微分を発散と呼び，divまたは ∇ と表す．ベクトルとして
成分表示すると

2 n 2の場合の divすなわち uuu uxeeex uyeeey に対して ∇ uuu ∂xux ∂yuy は，やや技巧的で
あるが，次のようにして導かれる． n 1 -formすなわち 2 1 -formの基底を dy dx と
とる（上記の 1-formの基底と比較せよ；1-formと 2 1 -formを区別するのだ）．２次元ベ
クトル uuuを 2 1 -form u uxdy uydxと同一視する．この場合，du ∂xux ∂yuy dx dy．
したがって，d : 2 1 -form 2-formが divである．



2.2 微分形式 13

n 2 0-form 1-form 2-form
d d

grad curl

（スカラー場） （ベクトル場） （スカラー場）

n 3 0-form 1-form 2-form 3-form
d d d

grad curl div

（スカラー場） （ベクトル場） （ベクトル場） （スカラー場）

Fig. 2.1 2 次元および 3 次元の場合の微分形式，外微分（grad, curl, div）の関係．ただし２
次元の divについては脚注２を参照．

grad w
∂xw
∂yw
∂zw

curl uuu
∂yuz ∂zuy
∂zux ∂xuz
∂xuy ∂yux

および div uuu ∂xux ∂yuy ∂zuz と書ける．n 2および n 3の場合の微分形
式と外微分を図 2.1にまとめる．
次に，外微分の共役作用素を導入しよう． n において定義された 2 つの

p-form aと bの内積を
a b p

ν
∑
j 1

a jb j dnx (2.8)

と定義する．3ただし ν n
p は p-formのベクトルとしての次元，a j b jは a b

の第 j成分を表す．dx dx1 dxn は n の体積測度である．積分は全空間に
わたってとるが，a bの台は n の有界集合であると仮定する．

p 1 -formω によって a dω と与えられる場合に，

dω b p ω δb p 1 ω b (2.9)

によって d の共役作用素 δ を定義する．δ は p-formから p 1 -formへの写
像を与える．4

部分積分によって共役作用素の具体形をみることができる．空間次元 n 2
の場合，0-formから 1-formへの外微分 d（gradient）に対しては，

dw b 1 ∂xw bx ∂yw by dxdy w ∂xbx ∂yby dxdy

3 一般的に書くと a b p : a b, ここで は Hodge のスター作用素であり，p-form を
n p -form へ写す．したがって，a b は常に n-formとなる．
4 Hodgeのスター作用素を用いて書くと，δ d である．
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n 2 0-form 1-form 2-form
δ δ

-div curl*

n 3 0-form 1-form 2-form 3-form
δ δ δ

-div curl -grad

Fig. 2.2 共役作用素 δ と grad, curl, divの関係．

により δb ∂xbx ∂yby を得る．したがって，1-formから 0-formへの δ は
発散（divergence）と同一視される．1-formから 2-formへの外微分 d（curl）に
対しては

du b 2 ∂xuy ∂yux b dxdy ux ∂yb uy ∂xb dxdy

により，2-form bから 1-formへの写像 δ が与えられる．この微分を curl と書
くことにする．ベクトルとして成分表示すると

curl b ∂yb
∂xb

(2.10)

空間次元 n 3の場合についても同様に計算できる．図に 2.2に n 2 3の
場合の δ をまとめる．

2.2.3 閉微分形式と完全微分形式

これまで外微分を表すために使った記号 dxに対して，変数 xに関する積分と
いう意味を付与する．1-form ω ∑n

j 1u jdx j に対して一つの曲線 γ を与え

γ
ω

γ

n

∑
j 1

u j x1 xn dx j

という線積分を考えることができる．2-formに対しては，dx j dxk が面積要
素の x j-xk 成分を与えると考えるならば，曲面についての面積積分が定義でき
る．一般に，p-formに対しては p次元の図形を与えて p次元の積分を定義で
きる．このように，p-formと p次元の図形は「共役関係」にあると考えるこ
とができる．
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ある p 1 -form ϕ が存在して ω dϕ と表されるとき，ω は〈完全微分形
式 = exact form〉であるという．このとき ϕ を ω の〈ポテンシャル = potential
〉あるいは原始微分形式と呼ぶ．また，p-formω が〈閉微分形式 = closed form
〉であるとは dω 0を満たすことをいう．外微分の定義にしたがって計算す
ると，容易に次の定理を得る．

Theorem 2.1. 完全微分形式は閉微分形式である．すなわち，任意の 2回連続微
分可能な（C2級）微分形式 ϕ に対して d2ϕ 0．

2次元と 3次元の場合には，外微分のニックネーム（図 2.1）を用いて，The-
orem2.1を表すと，

curl grad w 0 div curl uuu 0 w uuu (2.11)

というベクトル解析の基本的な関係式を得る．
一般には，Theorem2.1の逆は成立しない．反例をみよう．n 2とし，穴の

ある領域
Ω x y 2 ; x 2 y 2 ρ ρ 0

を考える．Ω において定義された滑らかな 1-form

u xdy ydx x2 y2 (2.12)

は閉微分形式である．しかし，u gradθ と書こうとすると，θ tan 1 y x と
なり，ポテンシャルは多価関数になってしまう．
この例のように，閉微分形式と完全微分形式の差は，領域のトポロジーに

深く関連している．領域について適当な仮定を設けると, Theorem 2.1 の逆の
命題が成立する．次の古典的な定理がある．

Theorem 2.2 (Poincaréの補題).Ω n は，その全ての座標 x jがそれぞれ一つ
の区間 α j β j に含まれるとする．Ω において，連続微分可能な p次（p 1）
閉微分形式ω を考える（すなわち，Ω 内で dω 0とする）．このとき， p 1
次微分形式 ϕ が存在し，Ω 内で ω dϕ と表すことができる．

2.2.4 コホモロジー群

Theorem2.1, 2.2 によると，局所的には，完全微分形式であることと閉微分形
式であることは等価である．しかし，グローバルには両者は等価ではない．閉
微分形式と完全微分形式の違いは領域のトポロジーと共役な関係として整理で
きる．
2つの p次閉微分形式 u vの差が完全微分形式で与えられるとき，両者を

同一のグループに属すとみなして u vと書く．すなわち
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u v u v dω ω

とする．関係 を「同値関係」と呼び，これによって p次閉微分形式の全体
を分類する．一つの「類」に属する u vは u vの関係を満たすものとする．
類の集合を「商集合」という．完全微分形式の集合によって同値関係 を定義
して分類された p次閉微分形式の商集合を

closed p-form exact p-form

と書き，これを p次の〈de Rhamコホモロジー群 = cohomology〉と呼ぶ．こ
こでは，これを略して単にコホモロジー群ということにしよう．
コホモロジー群の各類を代表する元として

u dχ p 0 χ (2.13)

を満たすものをとることができる（ pは p-formの内積を表す；(2.8)参照）.
実際，2つの異なる u1 u2 が (2.13)を満たすならば，

u1 u2 dχ p 0 χ (2.14)

が成り立つ．仮に u1 u2 dω と書けるとすると，(2.14)は成り立ち得ない．
つまり，(2.14)は u1 u2 が異なる類に属することを意味する．したがって，各
類は (2.13)を満たす元によって代表される．
(2.13)において部分積分をおこなうと，この関係式は共役作用素と境界条件

によって表すことができる．例えば，領域 Ω が 2 あるいは 3 に含まれる有
界領域とし，1-formの分類を考えよう．

u dχ 1
Ω
uuu grad χ dx

Ω
div uuu χ dx

∂Ω
nnn uuu χds

δu χ 0
∂Ω

nnn uuu χds

と計算される．ただし dxは n n 2 3 の体積要素，∂Ω は Ω の境界，nnnは
∂Ω 上の外向き単位法線ベクトル，dsは ∂Ω 上の線積分要素を表す．(2.13)を
満たすためには δu 0および境界条件 nnn uuu 0が成り立たなくてはならない．
uが閉微分形式である条件と合わせると，1次のコホモロジー群を代表する元は

curl uuu 0 div uuu 0 xxx Ω
nnn uuu 0 xxx ∂Ω (2.15)

によって特徴づけられる．上の 2つの式を微分形式の記号で書くと

du 0 δu 0 (2.16)

と表すことができる．一般に (2.16)を満たす微分形式を〈調和微分形式 = har-
monic form〉と呼ぶ．コホモロジー群を代表する閉微分形式は，一定の境界条
件を満足する調和微分形式によって与えられるのである．
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完全微分形式ではない閉微分形式の例として示した (2.12)は，領域 Ω に
ついて (2.15)を満足することがわかる．実は 2 内に m個の穴があいた領域Ω
を考えるとき，(2.15)は m個の線形独立な解をもつことが示される．これらの
調和微分形式は，局所的には完全微分形式と同一視できるので，線積分はホモ
トピー不変である．
領域Ω n が球（円盤）と位相的に等価であるとき，Ωは〈単連結 = simply

connected〉であるという．単連結な領域内の任意の閉ループは，連続（ホモ
トープ）な変形によって一点に収縮させることができる．Ω が単連結であると
き，(2.15)を満たす解は uuu 0しかない．したがって，1次コホモロジー群は唯
一の元= closed 1 f orm から成る集合となる．これは，単連結なΩ 上で定義
された任意の 1次閉微分形式は完全微分形式であることを意味する（Theorem
2.2で仮定した領域の制限を拡張する）.
コホモロジー群が何個の元をもつかは，領域の位相的な構造によって決定さ

れる．例えば 1次閉微分形式については，Ω 内に閉ループを考え，これを連続
な変形に関して分類すればよい．すなわち，連続な変形によって重ね合わせる
ことができる閉ループは互いに同値とみなし，この同値関係によって閉ループ
の類を作る．1次閉微分形式の線積分はホモトピー不変であるから，同じ類に
属する任意の閉ループに関して線積分は同一の値をとる．一点に縮められない
閉ループについては，線積分が 0にならない調和微分形式を一つみつけること
ができる．こうして，閉ループの類の数だけ独立な調和微分形式を求めると，
各々が 1次コホモロジー群の元を代表する微分形式となる．したがって，1次
コホモロジー群の元の数は閉ループの分類数と一致する．これを〈ジーナス =
genus;種数）〉あるいは第 1Betti数という．

2.3 関数空間

2.3.1 基本的な関数空間とその表記

基本的な関数空間の記号と意味を以下にまとめる．

C Ω :
開集合Ω（ n）の上で定義された連続関数の全体集合．
C Ω :
閉集合Ω（Ω の閉包）の上で定義された有界連続関数の全体集合．
Ck Ω :
Ω において k回連続微分可能な関数の全体集合．
Ck0 Ω :
Ck Ω の元であり，しかも Ω に含まれるコンパクト集合に台をもつ関数の
全体集合．

Ω :
C∞
0 Ω にセミノルムで位相を与えた空間．この共役空間が Schwartzの超関
数の空間である．
Hk Ω ：
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開集合Ω の上で定義された可測関数で，しかも k階までの超関数微分が全て
L2 Ω の元であるようなものの全体集合（Sobolev空間）. H0 Ω L2 Ω ．
Hk
0 Ω ：

C∞
0 Ω の Hk Ω における閉包．
Hs Ω ，Hs

0 Ω ：
中間階数 sまでの超関数微分に対して一般化された Sobolev空間．
H k
0 Ω ：

Hk
0 Ω の共役空間．

Lp Ω （1 p ∞）：
開集合 Ω の上で定義された可測関数 f x で，しかも f x p（1 p ∞）
が Ω 上で Lebesgue可積分であるようなものの全体集合．
L∞ Ω ：
開集合Ω の上で定義された可測関数で，しかもΩ 上のほとんど全ての xで
有界なもの（本質的に有界な関数）の全体集合．
S ：

複素平面内の円盤 S上で正則な関数の全体集合．

2.3.2 Gauss-Green-Stokesの定理

ベクトル関数についても，スカラー関数の場合の記号と同じように L2 Ω な
どと書くことにしよう．これはベクトル値関数の各成分がL2 Ω に属すること
を意味する．内積は，ベクトルとしての内積 aaa bbbを拡張して

fff ggg
Ω
fff ggg dx

とする．

Theorem 2.3 (一般化された Gaussの定理). Ω n はC2 級の境界 ∂Ω をも
つ有界領域とする．

E Ω uuu L2 Ω ; ∇ uuu L2 Ω

と定義する．uuu C∞ Ω に対して，境界 ∂Ω 上で

γnuuu nnn uuu (2.17)

をみたすトレース作用素 γn を，E Ω H 1 2 ∂Ω 5の連続線形作用素とし
て定義できる．また，任意の uuu E Ω , f H1 Ω について「一般化された」

5 H 1 2 ∂ Ω は H1 2 ∂ Ω の共役空間という意味である．ここで L2 級のベクトル場 uuuにつ
いて，法線成分のトレース作用素が負の次数をもつ Sobolev 空間 H 1 2 ∂ Ω への連続作用
素として定義できるのは，∇ uuu L2 Ω と制限しているためであることに注意しよう．
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Gaussの定理（あるいは Stokesの公式）6

uuu ∇ f ∇ uuu f γnuuu γ0 f (2.18)

が成り立つ．但し，L2 Ω の内積を ，L2 ∂Ω の内積を と書いた．

（証明）概要を示す．7ϕ H1 2 ∂Ω とする．境界値 ϕ を Ω 内の関数 f へ拡
張することを考える．トレースの逆写像 Ω （γ0 Ω I）で H1 2 ∂Ω から
H1 Ω への連続線形写像となるものが存在する．f Ω ϕ とおき，uuu E Ω
に対して

uuu;ϕ uuu ∇ f ∇ uuu f (2.19)

と定義する．uuu E Ω を固定すると， uuu;ϕ は H1 2 ∂Ω 上の連続線形汎関
数である．したがって ψ H 1 2 ∂Ω を用いて

uuu;ϕ ψ ϕ

と表すことができる．次に， uuu;ϕ を uuu E Ω の関数と考えて，ψ uuu γnuuu
と書く．γnは E Ω からH 1 2 ∂Ω への連続線形写像である．滑らかな uuu f に
関しては古典的なGaussの定理（Stokesの公式）が成り立ち，γnuuu nnn uuuとすれ
ば (2.18)に矛盾しない．γ0 f は H1 2 ∂Ω で稠密にとれるので，(2.17)を得る．
最後に (2.19)で， f は γ0 f ϕ をみたす一般の H1 Ω 関数とする． uuu;ϕ の
値は f のとり方に依存しないことが示される．よって (2.18)を得る．

ここで γnuuuは一般化された意味での境界値の法線成分である．非圧縮性の条
件 ∇ uuu 0を L2 Ω の位相で保証すると，uuu E Ω である．したがって，非
圧縮ベクトル場については，L2 の位相で境界値の法線成分が意味をもつ．
上記の定理は，divが L2 Ω で定義される場合の結果であるが，今度は curl

が L2 Ω で定義できると仮定すると，接線成分の境界値が定義できるように
なる．すなわち，次の定理が同様の議論によって導かれる．

Theorem 2.4 (一般化された Stokesの定理). Ω 3 はC2 級の境界 ∂Ω をも
つ有界領域とし，

G Ω uuu L2 Ω ; ∇ uuu L2 Ω

と定義する．uuu C∞ Ω に対して，境界 ∂Ω 上で

γt uuu nnn uuu (2.20)

をみたすトレース作用素 γt を，G Ω H 1 2 ∂Ω の連続線形作用素として
定義できる．また，任意の uuu G Ω , vvv H1 Ω について

6 一般化されたというのは，微分を超関数の意味でとり，境界値をトレース作用素によって
定義するという意味である．
7 詳しくは R. Temam [5]，Chap. 1参照．
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uuu ∇ vvv ∇ uuu vvv γt uuu γ0vvv (2.21)

が成り立つ．

この定理によると，渦なし（∇ uuu 0）条件が L2の位相で課されたベクト
ル場は，接線成分のトレースが L2 の位相で意味をもつ．
以下，便利のために

γn nnn
γt nnn

と書いて，nnnをトレース作用素として解釈する．

2.3.3 Weyl-Hodge-Kodaira分解

第 2.1節で指摘したように，〈ポテンシャル= potential〉（すなわち原始関数）を
求めることは偏微分方程式を解くことにほかならない．この問題は，ベクトル
場の微分的（局所的）性質および領域のトポロジー（マクロな構造）によって
可解性が決まる「幾何学的な偏微分方程式」である．第 2.1節では，ベクトル
場の微分的性質と可解性の関係について具体的に（すなわち，∇ AAA BBBが AAA
について解けるためには，∇ BBB 0であることが必要なことを）みておいた．
しかし，領域のトポロジーの問題が未だ残っている．本節では，ポテンシャル
の存在問題とトポロジーの関係について，関数空間の直和分解という形で考察
する．
以下，空間次元は 3とする．Ω 3 は有界な領域とし，一般に多重連結の領

域を考える．領域の連結性が重要な問題となる．Ω の境界 ∂Ω は滑らか（C2級）
であり，縁がない連結曲面に分解されて ∂Ω ∂Ω1 ∂Ωm （1 m ∞）
と書けるとする．滑らかな曲面 Σ1 Σν（Σ j Σk /0; j k）を用いてΩ を
切断し，

Ω̌ Ω ν
i 1Σi (2.22)

が単連結になるようにする．このとき ν を Ω の第 1Betti数といい，b1 Ω と
書く．たとえばΩ がドーナツ状の領域であれば，ν 1であり，図 2.3のごと
く切断すればよい．Σ j の両面を Σ j Σ j と表す．Σ j 上の単位法線ベクトル nnn
は Σ j から Σ j の方向にとる．
ベクトル場の関数空間 L2 Ω を次の定理によって直和分解する．それぞれ

の部分空間は，スカラーポテンシャルあるいはベクトルポテンシャルによって
表現されるベクトル場の全体集合を与える．

Theorem 2.5 (直和分解). Ω 上の 3次元ベクトル場の空間 L2 Ω について，そ
の部分空間
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Ω̌

Σ

Fig. 2.3 多重連結の領域にカットを入れ，単連結領域をつくる．

L2Σ Ω ∇ www; www H1 Ω ∇ www 0 nnn www 0
L2H Ω hhh L2 Ω ; ∇ hhh 0 ∇ hhh 0 nnn hhh 0
L2G Ω ∇φ ; φ H1 Ω ∆φ 0
L2F Ω ∇ψ ; ψ H10 Ω

を考える8．
1. これらの部分空間によって，

L2 Ω L2Σ Ω L2H Ω L2G Ω L2F Ω

と直和分解される．
2. 切断面 Σ j に対する〈流束 = flux〉を

Φ j uuu
Σ j
nnn uuu ds j 1 ν

と定義する．これを用いて

L2S Ω uuu L2 Ω ; ∇ uuu 0 nnn uuu 0
Φ j uuu 0 j 1 ν

とおくと，L2Σ Ω L2S Ω である．

Corollary 2.1. 定義から明らかに

Ker div L2Σ Ω L2H Ω L2G Ω
Ker curl L2H Ω L2G Ω L2F Ω

が成り立つ．L2 Ω を直和分解する部分空間を整理して表 2.1に示す．

8 L2Σ Ω の定義において，条件 ∇ www 0 は，ベクトルポテンシャル wwwのゲージを規定する
ことを意味する．この Coulomb（クーロン）ゲージに限らず，ほかの適当な条件におき換え
てもよい．
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Table 2.1 3次元ベクトル場の空間 L2 Ω の直和分解．
部分空間 ベクトル場の表式 ∇ uuu ∇ uuu nnn uuu 流束
L2Σ Ω uuu ∇ www nnn www 0 on ∂ Ω 0 有限 0 0
L2H Ω uuu harmonic field 0 0 0 有限
L2G Ω uuu ∇φ ∆φ 0 in Ω 0 0 有限 有限
L2F Ω uuu ∇φ φ 0 on ∂ Ω 有限 0 有限 有限

Corollary 2.2. ベクトル場 uuu L2 Ω は

uuu ∇ www hhh ∇φ (2.23)
∇ www L2Σ Ω hhh L2H Ω ∇φ L2G Ω L2F Ω

の形に直和分解される [3] 9．

ここでは証明の主要な部分について概要を述べる10．滑らかな非圧縮ベクト
ル場の空間

σ Ω uuu C∞
0 Ω ; ∇ uuu 0

を定義しておく．

Lemma 2.1. ベクトル場 fff L2 Ω が，あるスカラーポテンシャル φ H1 Ω
を用いて fff ∇φ と表されるための必要十分条件は

fff uuu 0 uuu σ Ω (2.24)

である．

Proof. 必要条件であることは自明である．一般に線形作用素 とその共役作
用素 に対して，Ker R が成り立つ（検証せよ）. uuu ∇ uuu，
D H10 Ω とすると， φ ∇φであり， : L2 Ω H 1 Ω ，R
は H 1 Ω の閉部分空間であることが示される． σ Ω は Ker に稠密に
含まれるので，(2.24)をみたす fff は R に属する．よって，ある φ が存在
して， fff ∇φ．ポテンシャル φ の正則性については，これよりも強い結果が
知られており，(2.24)をみたす超関数 fff（ Ω ）に対して，φ Ω が
存在する．これは，Poincaréの補題（Theorem2.2）を拡張する微分幾何学の理
論を駆使して証明される [2]．

9 これは Poincaréの Theorem 2.2を一般化した表現である．ここでは，境界条件が与えられ，
さらに領域 Ω に任意のトポロジーが許されている．その代わりに，多重連結領域を考える
場合は調和ベクトル場 hhhを付加する．これをスカラーポテンシャルの勾配で表すと，多価関
数になる．
10 詳細は R. Temam [5]，Chap. Iおよび Appendix Iを参照されたい．
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Lemma 2.2 (Weyl分解). σ Ω の L2 Ω における閉包を L2σ Ω と書く．この
とき

L2 Ω L2σ Ω ∇φ ; φ H1 Ω (2.25)
L2σ Ω uuu L2 Ω ; ∇ uuu 0 nnn uuu 0 (2.26)

が成り立つ．

Proof. G ∇φ ; φ H1 Ω とおく．まず，fff L2 Ω が全ての uuu σ Ω に
直交すると仮定しよう．すなわち fff uuu 0（ uuu σ Ω ）. Lemma2.1より，
fff ∇φ（ φ H1 Ω ）.よって fff G，すなわち L2σ Ω の直交補空間は Gに
含まれる．逆に ggg ∇φ Gとすると

ggg uuu ∇φ uuu φ ∇ uuu 0 uuu σ Ω

したがって，Gは L2σ Ω の直交補空間に含まれる．よって (2.25)を得る．
次に (2.26)を証明しよう．

X uuu L2 Ω ; ∇ uuu 0 nnn uuu 0

と書き，まずL2σ Ω Xを示そう．uuu L2σ Ω に対して，その近似列 uuum σ
を考える．L2 Ω で limuuum uuuとする．超関数の意味の微分は連続作用素で
あるから，∇ uuum 0 より ∇ uuu 0 が得られる．また，uuu E Ω であるか
ら，Theorem2.3より，E Ω で連続なトレース nnn が存在する．nnn uuum 0より
nnn uuu 0がしたがう．よって L2σ Ω X．
最後に，L2σ Ω が X の全体を与えることを示す．X L2σ Ω X とおき，

X 0 を示せばよい．ggg X としよう．(2.25)より ggg ∇φ（ φ H1 Ω ；
一価関数）.また ggg X より

∆φ 0 in Ω nnn ∇φ 0 on ∂Ω

を得る．この解は一意的に φ c（const.）.よって ggg 0．

L2σ Ω は境界上で法線成分が 0となる非圧縮ベクトル場の空間である．非
圧縮ベクトル場については，L2 Ω の位相で境界値の法線成分のみが意味をも
つ（Theorem2.3参照）. L2σ Ω をさらに分解する．

Lemma 2.3 (Hodge-Kodaira分解).調和ベクトル場の空間 L2H Ω に関して以下
の関係が成り立つ：
1. L2H Ω の次元は ν b1 Ω （第 1 Betti数）である．
2. L2σ Ω L2Σ Ω L2H Ω ．
3. L2Σ Ω L2S Ω ．
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Proof. （1）L2H Ω の元をエネルギーの変分原理によって構成しよう．(2.22)
のようにΩ を切断して単連結の領域 Ω̌ を導入する．Ω̌ 上で uuu ∇φ と表され
るベクトル場を考える．

F φ
Ω̌

∇φ x 2dx

の最小化元を，ここでは流束を規定して探す．境界 ∂Ω 上で nnn uuu nnn ∇φ 0
とする．各切断面 Σ j について，流束を

Σ j
nnn ∇φds Φ j j 1 ν (2.27)

と規定する．これを Σ jに関する「流束条件」と呼ぼう11．以下，Φ j δ j k（k
1 ν）としたとき，ν 個の互いに直交する 0でない最小化元が得られること
を示す．
流束条件 (2.27)は，φ のジャンプ φ j を束縛することによって変分原理に

反映できる．ここで，切断面 Σ j におけるジャンプとは

φ j φ Σ j
φ Σ j

と定義される．これは Σ j 上で定数でなくてはならない．変分を計算するため
に，φ の摂動を φ̃ と表そう． φ̃ j 0を要する．形式的に変分を計算すると

1
2 F̃ φ

Ω̌
∇φ ∇φ̃dx

Ω̌
∆φ φ̃dx

ν
∑
j 1 Σ j

nnn ∇φ φ̃ds
Σ j

nnn ∇φ φ̃ds

となる（だだし，複素関数の場合は積分の実部をとる）． φ̃ j 0に注意すると，

Σ j

nnn ∇φ φ̃ds
Σ j

nnn ∇φ φ̃ds
Σ j
nnn ∇φ jφ̃ds j 1 ν

を得る．したがって，Euler方程式は

∆φ 0 in Ω
nnn ∇φ 0 on ∂Ω
φ j cδ j k c const. k 1 ν
nnn ∇φ j 0 j 1 ν

(2.28)

となる．定数 cは Φk 1となるように調整すればよい．(2.28)の解に対して
hhhk ∇φk とおけば，明らかに L2H Ω の元となる．定数 c（あるいはΦk）を調

11 後でわかるように，最小化元に対して ∇ uuu ∆φ 0が成り立つ．この場合は，Gaussの
定理（Stokesの公式）により，流束 Φ j の値は切断面 Σ j を連続に動かしても変化しない．こ
のことを検証せよ．
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整して hhhk 1となるように規格化する．直交性 hhh j hhhk δ j k が成り立つこ
とは容易に検証できるので，演習とする．
（2）次にL2σ Ω L2Σ Ω L2H Ω を示そう．hhh L2H Ω が全ての uuu L2Σ Ω

に直交することは明らかである．逆に vvv L2σ Ω が全ての uuu ∇ www L2Σ Ω
に直交すると仮定すると，

vvv uuu vvv ∇ www ∇ vvv www 0 uuu L2Σ Ω

ここで wwwはE Ω において稠密にとれる．したがって∇ vvv 0．更に vvv L2σ Ω
により∇ vvv 0，nnn vvv 0．したがって vvv L2H Ω ．以上より，L2σ Ω L2Σ Ω
L2H Ω ．
（3）最後にL2Σ Ω L2S Ω を証明しよう．L2S Ω L2Σ Ω は明らか．L2S Ω

L2Σ Ω V と仮定し， fff V としよう．

fff uuu fff ∇ www ∇ fff www 0 uuu L2Σ Ω

これから ∇ fff 0 ∇ fff 0，nnn fff 0，かつ fff は流束=0である．したがって
fff 0．

以上で Theorem2.5の主要な部分は証明された．
Lemma2.3の証明（1）において構成した調和ベクトル場 hhh L2H Ω は「多

価のスカラーポテンシャル」を用いて hhh ∇φ と表される．φ の多価性は，多
重連結領域の切断面 Σ j（ j 1 ν；ν は第 1Betti数）において課されたジャ
ンプ条件によってもたらされている．φ を決定する方程式 (2.28)は，切断され
た単連結領域 Ω̌ 内で与えられた楕円型偏微分方程式であるが，この解をΩ で
観測すると切断面を通過するところで多価になるのだ．この多価性は，コホモ
ロジー群と呼ばれる「本質的な調和ベクトル場」の分類を与える.
ここで本質的な調和ベクトル場といったのは，次のような意味である．第 2.1

節において議論した∇ AAA BBBの可解性に関する議論を思い出そう．そこでは，
局所的な可解性の必要条件として∇ BBB 0があることを指摘した．Theorem2.5
を得た今では，これを境界値問題として大域的に（任意のトポロジーをもつ領
域Ω の全体で）解くための条件がわかっている．すなわち，BBB L2Σ Ω である
ならば，AAAを Coulombゲージ条件と同次境界条件 nnn AAA 0を付与して決定す
ることができる．BBB Ker(div) L2Σ Ω L2H Ω L2G Ω （系 2.1参照）に対
しては，非同次境界条件について L2G Ω の元を，0でない流束について L2H Ω
の元を足さなくてはならない（Corollary 2.2参照）.これらはいずれも調和ベク
トル場であるが，とくに hhh L2H Ω は Ω のトポロジーに関連する項である．

φ の多価性が領域の切断によって与えられることは，複素平面に Riemann
切断を入れて「偏角（argument）」の多価性を表現することに似ている．複素
平面の領域 Ω が多重連結であるとき，その上で定義された正則関数を考える
と，その実部および虚部は「調和関数」である（Cauchy-Riemannの関係式）.
Ω にあいた「穴」は正則関数の特異点であり，これが偏角の多価性を生みだす
源である．正則関数 f z と，特異点を周回する積分路Cについて，

deg f 1
2π i C

d f dz
f

1
2π i C

d log f
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は整数値をとる（写像度という）.これによって， f の特異性とループCの位
相幾何学的関係が分類される．
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Chapter 3
ハミルトン力学系として見た流体

流体やプラズマのマクロな運動方程式をハミルトン力学系の形式に書くことが
できる．もちろんこれらは偏微分方程式系（関数空間の発展方程式）であるか
ら無限次元の力学系という意味である．まず形式論から始め，次第に厳密な意
味を考えてゆく．

3.1 力学理論の基本的文法

3.1.1 運動方程式の一般形式

ここでは〈ハミルトンの運動方程式〉とよばれる運動方程式の最も基本的なク
ラスを考える．その一般的な形式は，状態ベクトル u X に対してエネルギー
（Hamiltonian）H u が与えられたとき，

d
dt
u ∂uH u (3.1)

と書かれる [7, 4]．ここでは X は Hilbert空間とし，その内積を a b ，ノルム
を a a a 1 2 と書くことにする．∂uH u は H u の〈勾配 = gradient〉を
意味する：H u は十分滑らかな関数とし，

δgH u : H u εg H u ε ∂uH g O ε2 g D H (3.2)

により ∂uH u を定義する．1 （以下〈Poisson作用素〉と呼ぶ）はある〈反
対称線形作用素〉である（Remark 3.1参照）：X で定義された作用素 が反
対称作用素であるとは

1 以下の議論では，しばしは「滑らかでない」関数の勾配を考えなくてはならなくなる．そ
の場合の議論は慎重を要するが，凸性を使って一般化した勾配を定義すること [1, 7]あるい
は Lipschitz連続性を使って定義すること [2]などの工夫ができる．

27
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a b a b a b D (3.3)

が成り立つことをいう．このような はベクトルをそれと直交する方向へ
曲げる．実際，内積の公理より a a a a ，一方，反対称性により

a a a a ，したがって a a 0．
と内積を用いて〈Poisson括弧〉を

F u G u : ∂uF ∂uG (3.4)

と定義する．u t が運動方程式 (3.1)に従って運動するとき，ある物理量（汎
関数）F u t の時間変化は

d
dt
F u t ∂uF u t ∂t u t

∂uF u t ∂uH u
F H (3.5)

と計算される．Poisson括弧の反対称性から H H 0．よって方程式 (3.1)に
従う運動は H u を保存する．第 1.1.3項でのべたように，「もの」の identityで
あるエネルギー H u が保存されなくてはならない．運動方程式 (3.1)は H u
を保存する a prioriな構造をもつのである．2

Remark 3.1. 一般的なハミルトン方程式 (3.1)において は状態ベクトル uに
依存してもかまわない． u と ∂uH u は共通の uにおいて評価されなくて
はならないから， u ∂uH u は一般的に uに関して非線形作用素となる．し
かし， u （あるいは u ∂u）自体は次の意味で線形作用素である：

u av bw a u v b u w
u ∂u aF u bG u a u ∂uF u b u ∂uG u

v ∂uF u としたとき， u vと評価するのであり， v vではないことに
注意しよう．

具体的な例を見ておこう．

古典力学：最も簡単な反対称作用素は

Jc
0 1
1 0 (3.6)

2 一般に〈保存量 = constant of motion〉とは， F H 0 を満たす物理量 F のことである．
普通，これは H の具体形によって決まる．しかし，どのような H に対しても，この関係を
満たすような F が存在することがある．それはポアッソン括弧を定義する が〈核〉をも
つ場合である．そのような保存量を〈カシミール元 = Casimir element〉と呼ぶ．カシミール
元と Noetherチャージとの関係については [3]参照．後の議論でこのカシミール元が重要な
役割を担う．
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である．ハミルトニアンが共役変数 zzz t q p の滑らかな関数として H q p
と与えられたとき，(3.1)は正準運動方程式

d
dt
zzz

d
dt

q
p

0 1
1 0

∂qH
∂pH

Jc∂zzzH

Poisson括弧はおなじみの a b ∂pa ∂qb ∂qa ∂pb である．

量子力学：量子論も基本的な構造は同じである．ただし，この場合は状態空
間を複素化しておく必要がある（波動関数 uの位相はゲージ理論で重要な手掛
かりとなる）．量子化した Hamiltonian x i∂x に対して H u u u 2，

i（これは複素線形空間で最も簡単な反対称作用素）とおくと (3.1)は
Schrödinger方程式に他ならない．

波動方程式：一般に〈波動方程式〉は，広く非線形の場合も含めて (3.1)の
形式に帰着できる．多くの非線形波動方程式では を状態ベクトル uに依存
する作用素にする必要がある．この問題は後で解説することにして，まず波動
方程式のプロトタイプ

∂t u VVV ∇u (3.7)

で基本的な構造を見ておこう．ここで位相速度を表わす VVV は非圧縮ベクトル
場（∇ VVV 0）とする．VVV が uあるいは uの微積分に依存するとき (3.7)は非
線形である H u u 2， VVV ∇ とすれば (3.7) は (3.1) の形になる．
lim xxx ∞ u xxx t 0を仮定して， が反対称であることを検証されたい．

3.1.2 運動方程式の正準形式とシンプレクティック幾何学

本章の目的は「ハミルトンの運動方程式」という概念をできるだけ拡張し，い
わゆる〈非正準 = non-canonical〉という構造を許すに至らしめ，その非正準性
を〈渦〉と関係づけることである．そのために，まず〈正準〉という概念を復
習しておく必要があるだろう．
有限次元の力学系から始めよう．状態ベクトルを zzz m とする．3 ハミル

トンの運動方程式 (3.1)は
d
dt
zzz ∂zzzH zzz (3.8)

と書かれる． の〈正準形 = canonical form〉は 2n 2n正則行列

c :
0n In
In 0n

(3.9)

3 幾何学的な議論を行うときは「微分可能な多様体上の局所座標を z1 zm とする」という
ように述べるべきであるが，ここではさしあたりユークリッド空間のイメージで議論を進め
よう．
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により与えられる（第 3.1.1で述べた古典力学の方程式である）．正準形式に
書かれるのは状態空間の次元mは偶数 2nでなくてはならないことに注意しよ
う．物理的には n が〈配置空間 = configuration space〉の座標であり，これと
同じ次元の〈運動量空間 = momentum space〉との直積で状態空間（位相空間
ともいう）が構成されるのである．以下

q j z j
p j zn j

j 1 n (3.10)

と表記する．すなわち zzz q1 qn p1 pn と書く．
反対称な正則行列 cがシンプレクティック幾何学の構造を定める．4 シン

プレクティック構造とは，状態空間上で定義されたシンプレクティック２次形式

ω dq1 dp1 dq2 dp2 dqn dpn (3.11)

のことである．これは正準１次形式

θ p1dq1 p2dq2 pndqn (3.12)

の外微分（渦）に他ならない (ω dθ )．

Ak : ∂θ
∂ zk

∂θ k

∂ z 1 k m 2n

と定義すると，A c，すなわち c A 1である．
シンプレクティック構造とハミルトン力学の関係，すなわち〈最小作用の

原理〉を確認しておこう．〈作用〉とは時空間の出発点 a zzz0 t0 から到着点
b zzz1 t1 を結ぶ経路 zzz t にそってとった積分

S
b

a
θ Hdt

t1

t0
p j
dq j
dt

H dt (3.13)

のことである．aと bを固定して zzz t zzz t ε z̃zz t と摂動した時の変分を計
算すると（部分積分をして）

δz̃zz t S ε
b

a
Ak

dz
dt

∂H
∂ zk

z̃kdt O ε2

したがって Euler-Lagrange方程式

Ak
dz
dt

∂H
∂ zk

k 1 2n (3.14)

を得る．これを書き直して（A 1をかけて），お馴染みの〈ハミルトンの正準
運動方程式〉

4 シンプレクティック (symplectic)幾何学とは，群 Sp n : A GL 2n; ; A 1
cA c

を G構造とする幾何学のことである．
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dz
dt

k
c

∂H
∂ zk

k 1 2n (3.15)

を得るのである．これは (3.8)においてポアッソン行列を正準形 c としたも
のに他ならない．
運動方程式に「具体形」を与えたのは作用のなかで Hdt の部分である．

正準１次形式 θ（その渦 ω dθ が定義するシンプレクティック構造）は運動
方程式の a prioriな形式，すなわち幾何学的構造 c を定めているのである．
上記の道筋（シンプレクティック２次形式，それの元になる正準１次形式

最小作用の原理 ハミルトンの運動方程式）を逆にたどろうとすると，すな
わちハミルトンの運動方程式（必ずしも正準形式ではない）から最小作用の原
理，作用を構成するシンプレクティック２次形式を構築しようとすると，ポアッ
ソン行列 の逆行列が定まらなくてはならないこと，つまり が正則行列
であることが「本質的な曲がり角」であることがわかる．
以下の議論で中心的なテーマとなるのは，まさにこの点である． が正則行

列でない場合，すなわち Rank mであるようなハミルトン力学系を〈非
正準〉であるという．

3.1.3 非正準ハミルトン力学系

引き続き有限次元で議論を進める．一般に正準形式ではないポアッソン行列
が zzz のように zzzに依存する（正則）関数として与えられるとする．ただし

zzz は反対称行列であり，これで定義されるポアッソン括弧が Jacobiの等式

a b c b c a c a b 0 (3.16)

を満たすとする．
ここでは非正準な zzz を考える．すなわち Ker zzz が自明でない元を

もつとする．もし
zzz ∂zzzC zzz 0 (3.17)

を満たす C zzz で自明でない（定数でない）ものがあるならば，C zzz を〈カ
シミール元 = Casimir element〉と呼ぶ．もちろん ∂zzzC zzz Ker zzz である
が，vvv Ker zzz に対して，その「積分」であるカシミール元C zzz があって
vvv ∂zzzC zzz と書けるとは限らないことに注意しよう．次の基本的な定理が知ら
れている．

Theorem 3.1 (Lie-Darboux).状態空間の次元は m 2nとし，Rank 2ν
mであるとする（ν は zzzに依らず一定とする）．このとき (3.17)を満たす µ
2 n ν 個の独立なカシミール元 C1 zzz C2 zzz Cµ zzz が存在する．これら
を µ 個の座標とし，さらに適当な座標変換を行って新たな状態変数を ζζζ
ζ1 ζ2ν C2ν 1 C2ν µ として， を標準形
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0ν Iν
Iν 0ν

0µ

(3.18)

に変換できる．

カシミール元は「保存量」である．実際，(3.5)に代入すると

d
dt
C C H 0

これはどのようなハミルトニアンH に対しても成り立つ．カシミール元はポ
アッソン括弧の〈位相欠陥〉すなわちポアッソン行列の核によって定まる保存
量だからである．普通の保存量（とくに正準ハミルトン力学系がもつ保存量）
はハミルトニアン H の対称性によって生じるものであることと対比しよう．
カシミール元C zzz が保存量であるという意味は，運動がC zzz の等高面（level

set）の上に束縛されているということである．この等高面を〈葉 = leaf〉と考
えると，カシミール元によって状態空間に〈葉層構造 = foliation〉が与えられ
るということができる．

Remark 3.2 (特異カシミール元).Theorem3.1の条件文にあうように，一般的な位
相欠陥Ker が葉層構造を定めるわけではない．次元mと µが偶数でなくて
はならないし，µが zzzによらない定数でなくてはならない．とくにRank zzz
が zzzの関数として変化する場合は興味深い．たとえば簡単のために m 1とし
て z1 xと書き， ix (x ) を考えてみよう．x 0において Rank
は 0に落ちる．x 0は微分方程式 ix∂xC x 0の「特異点」であり，超函数
解 C x Y x (Heavisideのステップ関数）を得る．
D-加群の言葉で書くと，線形偏微分作用素 : ∂zzz に対して Ker

Hom Coker F である（ は偏微分作用素の環，Fは が作用する関数空
間，そしてD-加群Coker に対応する偏微分方程式が C ω 0
ということになる．

3.1.4 正準化

さらに有限次元で話を進める．非正準ポアッソン行列 nc が (3.18)のような
標準形

nc
c
0µ

(3.19)

で与えられたとしよう． cは 2ν 2νの正準ポアッソン行列である．ここでは
dim(Ker( µは偶数でなくてもよい（したがって状態空間の次元m 2ν µ
も偶数とは限らない）．この系を「正準化」するには２つの方法がある．

縮減法：標準形 (3.19)の形で核が分離されていれば，核（0固有値）に属す
る部分空間を削除して cの部分だけを残すことができる．これを〈最大正準
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縮減〉と呼ぼう．縮減された力学系とは，束縛されている（保存量である）変
数を分離して，実際に運動が起こる〈葉〉の上の運動方程式を抽出したもので
ある．

拡張法：状態空間を核の次元 µ だけ拡張し z̃ : z1 zm ϑ1 ϑµ とお
く． cを 2 ν µ 2 ν µ の行列

c
0µ Iµ
Iµ 0µ

(3.20)

に拡張する．これは変数を並べ替え z̃ : z1 z2ν ϑ1 z2ν 1 ϑµ z2ν µ と
すると正準形式 (3.9)に帰着できる．(3.20)を〈最小正準拡張〉と呼ぼう．こ
の拡張された正準力学系でカシミール元（C1 z2ν 1 Cµ z2ν µ）はどう
いう意味をもつのだろうか．カシミール元はポアッソン行列の位相欠陥（核）
によって生まれる保存量であることは既に指摘したところである．拡張した正
準力学系でもこれらは保存量であるのだが，正準力学系ではカシミール元では
ない．これらの保存は「ハミルトニアンの対称性」に翻訳されているのだ．実
際，あたらしく付け加えた変数 ϑ1 ϑµ はハミルトニアンには元々含まれて
いなので，これらに共役な z2ν 1 z2ν µ は拡張した力学系の保存量になる
のである（dz2ν j dt ∂H ∂ϑ j 0）．

以上２つの正準化が成功するのは，非正準性（ポアッソン行列の核）が「積
分され」カシミール元として表現されているからである．既に注意したように，
一般の非正準系は（Rank zzz が偶数とは限らず，さらに一定とは限らない）．
不足次元（核の次元）の数だけカシミール元を見つけることができるとは限ら
ないので，このような正準化ができるとは限らない．しかし，いろいろな変数
変換などで非正準系を縮減した，あるいは拡張した正準系を定式化することが
できる [4]．そうした正準化系ともとの非正準系との「関係」を明示すること
は一般的には可能でない．
ここまで有限次元の力学系を中心に議論してきたが，私たちの関心である

〈渦〉の問題は，無限次元の世界に存在する．次節では，無限次元のハミルト
ン力学系をどのように定式化するかについて考える．

3.2 流体・プラズマのハミルトン力学

3.2.1 素朴な定式化

まず流体やプラズマの運動方程式を素朴なかたちで紹介しよう．

オイラー方程式・渦方程式: 非圧縮・一定密度・非粘性の運動方程式である
オイラー方程式が渦に係る最も簡単な例である：Ω は n (n 2 or 3) の領域
で，その境界 ∂Ω は十分滑らかであるとする．Ω 内で定義された流体速度をVVV
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（n次元ベクトル関数），圧力を p（スカラー関数）と書くとき（質量密度は一
定であるとし１に規格化する）

∂tVVV VVV ∇ VVV ∇p in Ω (3.21)
∇ VVV 0 in Ω (3.22)
nnn VVV 0 on ∂Ω (3.23)

ベクトル公式をつかって運動方程式 (3.21)を

∂tVVV VVV ωωω ∇p̃ (3.24)

と書き変えることができる．ここで ωωω ∇ VVV は渦度，p̃ p u2 2はエネル
ギー密度を表わすスカラー関数である．(3.24)の両辺の curlをとって〈渦方程
式〉を得る：

∂tωωω ∇ VVV ωωω 0 (3.25)

圧縮性流体: 非圧縮モデルでは圧力 pは流れ VVV が非圧縮条件 (3.22)と境界
条件 (3.23)を満たすように決まるのであるが，物理的には流体の密度やその他
の物理量，および状態方程式によって決まる．5まず質量の保存則は，密度を
ρ（質量密度を ρm mρ）と書くとき，

∂tρ ∇ VVVρ 0 (3.26)

と表わされる．6 変化する密度を考慮に入れて，運動方程式 (3.21)を精密化す
ると

∂tVVV VVV ∇ VVV mρ 1∇p in Ω (3.27)

〈順圧 = barotropic〉の状態方程式 p p ρ が成り立つとすると，(3.26), (3.27)
に境界条件 (3.23)を与えて方程式が閉じる．また右辺はモル・エンタルピー h
を用いて mρ 1∇p ∇hと書くことができる．したがって圧力項は完全微分
であり，渦方程式 (3.25)はそのまま成り立つ．
もう少し一般化して，エントロピー σ を用いて p p ρ σ と書くことがで

きる場合を考えることもある．理想流体では σ は流体運動に沿って保存され
るので

∂tσ VVV ∇σ 0 (3.28)

によって支配される．7 (3.26), (3.27), (3.28)-に境界条件 (3.23)を与えて方程式
が閉じる．運動方程式 (3.27) の右辺は一般的に完全微分ではなく，渦方程式
(3.25)は

∂tωωω ∇ VVV ωωω m 1∇T ∇σ (3.29)

5 流体の圧縮運動によって伝播する音速が無限大の極限を考えると非圧縮モデルに相当する．
したがって，音波が伝播する時間スケールよりゆっくりした流体運動を考える場合に非圧縮
モデルがよくつかわれる．
6 ρ は n次微分形式であり，Lie微分 V iV d diV を用いて ∂tρ Vρ 0という意味で
ある．
7 σ は 0次微分形式であり，Lie微分 V を用いて ∂tσ Vσ 0 という意味である．
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と修正される（T は温度を表わす）．右辺が傾圧効果を表わす．

プラズマ: 流体を構成する分子が電離して，流体にマクロな電磁力が作用す
るようになると（また流体の運動によって電磁場が生成・変動するようになる
と），中性流体では縮退していた様々な物理現象が生起する．
プラズマの運動方程式を書くためには，速度 VVV を正準運動量 PPP mVVV eAAA

に置き換え，またエンタルピーに静電エネルギーを加えればよい．順圧状態方
程式を仮定するならば，Φ mV 2 2 h eφ とおいて

∂tPPP VVV ∇ PPP ∇Φ (3.30)

これと質量保存則 (3.26)，エントロピー保存則 (3.28)，境界条件 (3.23)を連立
する．さらに，電磁場ポテンシャル φ AAA を決めるためにカレント eρ eρVVV
を生成項とするMaxwell方程式が結合する．
一般にプラズマは複数種の粒子集団で構成される（電子と幾種かのイオン）．

それぞれに m e ρ VVV pなどを定義して，それらを総合しなくてはならない．

電磁流体: 最後に (MagnetoHydroDynamics)MHDモデルを紹介しておこう．
これはプラズマの簡略モデルとしてもしばしば用いられる．

∂tVVV VVV ∇ VVV ∇ Φ m ∇ BBB BBB mρµ0
∂tBBB ∇ VVV BBB

(3.31)

3.2.2 形式的なハミルトン形式

前項で与えた流体・プラズマの運動方程式について，それをハミルトンの運動
方程式 (3.1)の形式に書いてみよう．ハミルトニアン（エネルギー）とポアッ
ソン作用素を定式化すればよい．
ハミルトン形式は，いわは物理の根本的形式であるから，非圧縮モデルの

ような「人工的」なモデルを扱うには少し技巧が必要になる．むしろ一般的な
問題設定から始める方が単純である．

圧縮性流体・プラズマ: プラズマの運動方程式 (3.26)-(3.30)――ここでは順
圧を仮定する――の場合は，状態ベクトルを uuu t ρ PPP とおき（とりあえず領
域 Ω は全空間 3 として，境界条件は与えないことにしよう），

H
PPP eAAA 2

2m
eφ ρ ρd3x (3.32)

0 ∇
∇ ρ 1 ∇ PPP (3.33)

とすればよい．ただし はモルあたりの熱エネルギーであり，圧力 p，モルエ
ンタルピー hと



36 3 ハミルトン力学系として見た流体

d ρ
dρ h

p
ρ

の関係をみたす．
この が反対称であること，ハミルトン方程式 (3.1)が (3.26)-(3.30)を与

えること確認されたい．なお，電磁場 φ AAA を 0とすれば，これはそのまま中
性流体の方程式である．8

ＭＨＤモデル: 状態変数を uuu t ρ mVVV BBB とし，9

H
mV 2

2
ρ ρ B2

2µ0
d3x (3.34)

0 ∇ 0
∇ m ρ ∇ VVV ∇ BBB ρ
0 ∇ BBB ρ 0

(3.35)

とおけばよい．ハミルトン方程式 (3.1)がMHD方程式 (3.31)になることを確
認されたい．

非圧縮・一定密度モデル: 最後に非圧縮理想流体のオイラー方程式 (3.21)-
(3.22)-(3.23)に戻ろう（プラズマやＭＨＤの非圧縮モデルも同様に定式化でき
る）．非圧縮性を仮定すると，∇pは非圧縮条件∇ VVV 0をみたすための「修正
項」に仕立てる必要がある．これは〈射影作用素〉として定式化される．ベクト
ル場 uuu L2 Ω を非圧縮ベクトル場 uuuσ L2σ Ω L2Σ Ω L2H Ω へ射影する
ことを uuuσ uuuと書く．具体的には，∆ϑ ∇ uuuをみたす ϑ を用いて（ノイマ
ン境界条件 nnn ∇ϑ 0を与えれば ϑ は一意的に決まる），uuuσ uuu : uuu ∇ϑ
とすればよい．非圧縮のVVV に対して VVV VVV であること，また任意のベクト
ル場 uuuに対して ∇ uuu ∇ uuuであることに注意しつつ，運動量の式 (3.21)
に を作用させると ∇pの項が消え, 10

∂tVVV ∇ VVV VVV (3.36)

と書くことができる．これはヒルベルト空間 L2σ Ω の上の発展方程式と考え
ることができる．エネルギーとポアッソン作用素は

8 プラズマの場合，電磁場の 4元ベクトル φ AAAはプラズマ自身の運動と結合して変化する．
したがって，これを支配するMaxwell方程式と連立した大きな問題を解く必要がある．その
Lagrangianについては [8]参照．
9 有限な領域を考えるときはこれらの変数に境界条件をあたえなくてはならない．nnn VVV 0,
nnn BBB 0（完全導体壁の条件）とするのが普通である．領域が多重連結である場合には，BBBの
境界値だけではなく，磁束保存の条件を満たすように，BBBに含まれる調和ベクトル成分（真
空磁場）を固定しなくてはならない．すなわち BBB BBBΣ BBBH (BBBΣ L2Σ Ω , BBBH L2H Ω )と
直交分解したとき (Theorem 2.5），BBBH を固定し，状態ベクトルは u ρ mVVV BBBΣ とおかな
くてはならない．Remark 3.3も参照のこと．
10 ρ は力学変数ではなくなり，p (あるいは h）との関数関係を失う．よってハミルトニアン
から ρ が脱落する）．代わりに ρ 1 と置き換える．
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H
V 2

2
d3x (3.37)

∇ VVV (3.38)

である．

3.2.3 カシミール元

非線形波動方程式や流体・プラズマの例をみると，ハミルトニアンはむしろ自
明（エネルギーの単純な表現）であり，方程式の本質的な構造はポアッソン括
弧の側に押しつけられている．よって，解析の対象は主に となる．
(3.5)より，物理量（汎関数）F u がハミルトニアン H u と交換する，す

なわち H F 0であるとき，F u t は保存する．普通，この保存条件はハ
ミルトニアン H u に依存して決まるのだが，H u に依存しない保存量，すな
わち

G u C u 0 G u (3.39)

をみたす C u （ 定数）が存在するとき，これを〈カシミール元 = Casimir
element〉（あるいは中心 = center）という．C u を専ら決定づけているのはポ
アッソン括弧 (3.4)の構造を決める反対称作用素 である．実際，(3.39)は

∂uC u 0 (3.40)

と等価である．(3.40)は

∂uC u Ker v; v 0

を意味する．v Ker をカーネル元と呼ぶことにしよう．あるカーネル元
vを見つけたとしても v ∂uC u と書ける「原始関数」C u があるとは限ら
ない．
運動 ∂t uは Ker に直交する多様体上に制限される．実際，運動方程式

(3.1)より，∂t uは の値域に含まれなくてはならない．a b（ b）と書け
るとき， が反対称であることから，あらゆる v Ker に対して a v

b v b v 0．よって の値域は Ker に直交する．こうして
みると，カシミール元とは，運動方程式の〈位相欠陥〉つまり軌道が進入でき
ない隙間を〈葉層構造〉として表現する量だといえる．運動は汎関数 C u の
レベルセット上を経巡る．C u は運動の積分曲面（一般に無限次元空間には
めこまれている）を与えるのだ．しかし一般には隙間は「可積分」ではない―
―Ker は「層構造」という秩序＝保存量による表現をもつとは限らないの
である．ただし，有限次元の場合には Lie-Darbouxの定理 3.1があったことを
思い出そう．
具体的な例でカシミール元とはどのようなものかをみよう．波動方程式 (3.7)

の場合，カシミール元は〈特性曲面〉に関連して定められる．ここで特性曲面と
はベクトル場VVV の積分曲面のことであり，物理の言葉では不連続面といっても
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よい．ある関数 ϕ xxx があって，VVV ∇ϕ 0をみたすとしよう．このとき ϕ xxx c
（定数）で与えられる曲面（ϕのレベルセット）が特性曲面である．定義により
VVV は特性曲面に接する（つまりVVV の流線は特性面上にのっている）．このよう
な ϕ xxx がみつかると，任意の関数 f について f ϕ は波動方程式 (3.7)の定常
解である．つまり Ker f ϕ . 11 f は不連続でもよい――VVV ∇ f ϕ 0
が（超関数の意味で）なりたつ．よって特性曲面は不連続面を与えるのである
（今の場合，定常解をみているので不連続面は定在ショックを表わす）．VVV が u
と無関係なベクトル場であるなら（すなわち (3.7)が線形方程式である場合），
カシミール元は f ϕ Ker を「積分」して u f ϕ dxと与えられる．
前項で定式化した流体・プラズマのハミルトン方程式も全て非正準であり，

カシミール元をもつ．圧縮性流体・プラズマのポアッソン作用素 (3.33)の場合，

C1 ρd3x (3.41)

C2
1
2 PPP ∇ PPP d3x (3.42)

という２つのカシミール元がみつかる．12C1 は全粒子数を表わす．C2 はヘリ
シティーと呼ばれる積分量である．これは〈渦〉を表現するものであることに
注目しよう．ただし C2 を定義するとき， の定義域を uuu ∂Ω 0に制限する
必要がある．
非圧縮理想流体のポアッソン作用素 (3.38)の場合もヘリシティー

C
1
2

VVV ∇ VVV d3x (3.43)

がカシミール元である．
ＭＨＤ方程式については

C1 ρd3x (3.44)

C2 VVV BBBd3x (3.45)

C3
1
2

AAA BBBd3x (3.46)

というカシミール元がある．C2をクロス・ヘリシティー，C3を磁気ヘリシティー
と呼ぶ．

Remark 3.3. 領域Ω が多重連結である場合，状態変数の中の BBBに含まれる調和
ベクトル成分（真空磁場という）を固定しなくてはならない（完全導体境界条
件のもとで磁束が保存することによる）．すなわち BBB BBBΣ BBBH (BBBΣ L2Σ Ω ,

11 厳密にいうと，VVV 0の領域があると，そこで uは自由になる．よって Ker は，一つ
の ϕ から生成される f ϕ では尽くされない．このような Ker を「積分」してカシ
ミール元で表わすことは難しい．
12 これ以外にないということを証明することは一般にはできない．あとで議論するように，
対称性がある場合にはたくさんのカシミール元が生まれる．
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BBBH L2H Ω )と直交分解したとき（Theorem2.5），BBBH を固定し，状態ベクト
ルは u ρ mVVV BBBΣ である．これに応じて，磁気ヘリシティーを定義しなく
てはならない． 0 0 AAA Ker を「積分」したものとしてC3を定義したい
のであるが，ベクトルポテンシャル AAAには BBBH のベクトルポテンシャルAAAH も
含まなくてはならない（ポアッソン作用素 に含まれる BBBは BBBΣ BBBH と与
えなくてはならないから）．AAAH を L2Σ Ω の中にとることができる [5]．また，
自己共役な curl作用素 : L2Σ Ω L2Σ Ω をもちいて，BBBΣ のベクトルポテ
ンシャルを 1BBBΣ と書くことができる [5]．これらを用いて

C3 AAAH BBBΣ
1
2

1BBBΣ BBBΣ (3.47)

と定義する．これはゲージ不変である．

∂BBBΣC3 AAAH 1BBBΣ : AAA

を得る．

3.3 エネルギー・カシミール関数

3.3.1 カシミール元と渦構造

保存量のなかでもカシミール元がとりわけ重要であるのは，次の理由による．
運動方程式を決定付けるハミルトニアンを次のように変換してみよう：

Hµµµ u H u
ν
∑
j 1

µ jCj u (3.48)

ここに µµµ µ1 µν ，µ j は任意の実定数，Cj u はカシミール元（ j
1 ν）である．(3.40)により，ハミルトン方程式 (3.1)はこの変換に対して
不変である:

∂t u ∂uHµµµ u ∂uH u (3.49)

したがって，ハミルトニアンH u を Hµµµ u で置き換えても，運動は変わらな
い．エネルギーとカシミール元で構成された Hµµµ u を〈エネルギー・カシミー
ル関数〉と呼ぶことにしよう．
変換 (3.48)によって，平衡点は多様化する．運動方程式 (3.1)の平衡点は右

辺を 0とする uであるが，その最も簡単なものはハミルトニアンH u の極値
点（ふつうは極小点）すなわち ∂uH u 0となる点である．しかし，ほとんど
の場合それは自明な解である（前項のいろいろな例をみよ）．しかし，カシミー
ル元で変換されたハミルトニアンすなわちエネルギー・カシミール関数 Hµµµ u
の極値点は様々な〈構造〉をもつ．平衡条件＝極値条件 ∂uHµµµ u は「微積分方
程式」となり，それはパラメタ µµµ を「固有値」として含む（µµµ 0の解は「基
底状態」を表わす）．〈構造〉とは微積分方程式の固有関数であるといってよい．
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Fig. 3.1 カシミール元（ヘリシティー）の葉層と葉の上のエネルギー分布．平衡点（エネル
ギーが極値を取る点）はヘリシティーの値が変わるに応じて変化する．O-点で示された平衡
点は安定，X-点で示された平衡点は不安定になりえる．

MHDモデルの場合について具体的に計算してみよう．エネルギー (3.34)と
カシミール元 (3.44), (3.45), (3.47) をもちいて平衡点

∂u H u
3

∑
j 1

µ jCj u 0 (3.50)

を計算する．Euler-Lagrange方程式は

V 2 2 h µ1 0 (3.51)
ρVVV µ2BBB 0 (3.52)

∇ BBB µ3BBB µ2∇ VVV 0 (3.53)

ただし，(3.53)は curlを作用した結果である．
簡単のために ρ 1, VVV 0 (したがって µ2 0)の場合を考えよう．µ3 µ

と書くと，
∇ BBB µBBB 0 (3.54)

を得る．これを Beltrami方程式という．すなわち〈渦〉の固有関数（BBBµ と書
く）が与えられるのである．これはヘリシティーC3 のレベルセット（ヘリシ
ティー葉層）上でエネルギーノルム BBB が極値をとる点である (Fig. 3.1)．
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3.3.2 安定性

エネルギー・カシミール関数 Hµ u の極値点として与えられる平衡点 uµ（こ
こでは Beltrami平衡と呼ぶ）の近傍で運動方程式を線形化して安定性を調べよ
う．Beltrami平衡の安定性は，一般の平衡にはない，単純さをもつ．抽象的な
運動方程式 (3.1)をにおいてハミルトニアンH u をエネルギー・カシミール関
数 Hµ u に変換しても運動は変わらないのであった：

d
dt
u u ∂uHµ u (3.55)

Beltrami平衡点 uµ の近傍で u uµ εũと摂動する．自己共役作用素 が
あって，

Hµ uµ εũ Hµ uµ
ε
2 µ ũ ũ O ε2

と書くことができる． u の摂動を形式的に と書くと，線形化方程式は

d
dt
ũ uµ ∂u

1
2 µ ũ ũ ∂uHµ uµ (3.56)

ここで ∂uHµ uµ 0に注意すると，右辺の第 2項は 0である．第 1項の対称
2次形式の勾配を計算すると ∂u µ ũ ũ 2 ũ. したがって (3.56)は

d
dt
ũ uµ µ ũ (3.57)

に帰着する．Poisson作用素は（ũに依存しない）反対称作用素であるから汎
関数 µ ũ ũ 2は保存量である．もしこれが〈強圧性 = coercivity〉をもつな
ら，すなわち c 0があって，

ũ 2 c µ ũ ũ (3.58)

が成立つならば，Beltrami平衡は安定である．
私たちは，平衡点をエネルギー・カシミール関数 Hµµµ u の極値点として特

徴づけているのだが，この汎関数が凸汎関数であるときは，平衡点は極小点で
ある（厳密にいうと〈強圧性〉を要する [7]）．平衡点の近傍で運動はエネル
ギー・カシミール関数＝一定という多様体の上に束縛されているのだが，その
多様体は極小点を取り囲む閉曲面であるはずだ．したがって，凸汎関数の極小
点として与えられる平衡は「安定」である [7, 6]．つまり，エネルギー・カシ
ミール関数の凸性がわかると，その変分原理から「安定な平衡点」がみつかる
のである．
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Chapter 4
特異的カシミール元

前章では，エネルギー・カシミール関数 Hµ u の極値点を勾配＝ 0の点として
形式的に議論したが，この「微分係数」の計算は数学的には問題がある．関数
空間＝無限次元線形空間においては，微分係数を安易に考えてはならない．エ
ネルギー・カシミール関数の概念は常微分方程式の微分幾何学的方法による研
究で開発された概念であるが [1]，これを偏微分方程式（無限次元の常微分方
程式）の理論に移転するときに，まだいろいろ荒っぽいところがある．ハミル
トニアン＝エネルギーは滑らかな汎関数として定義されるべきであり，（ハミル
トニアンが空間の「位相」を定めているという思想に基づくなら，ノルムはハ
ミルトニアンと等価であるべきである），したがってその微分係数はいわゆる
フレッシェ微分によって定義できる．しかし，既に述べたように，カシミール
元は微積分作用素（とくに curlあるいは curl 1）を含むというのが重要なポイ
ントであり，微分作用素を含むときは不連続な汎関数となる．その微分係数と
いう概念は一般には難しいが，凸性があるならば「変分法」によって「弱い意
味の微分」を定義することが可能である1．
本章では，最も単純な非圧縮 2次元理想流体のハミルトン形式を例にとり，

無限次元状態空間におけるカシミール元の問題を，特異点の視点から議論する
（[12]参照）．

4.1 数学的な定式化

非圧縮・一定密度・非粘性の運動方程式であるオイラー方程式を例として議論
する：

∂tVVV VVV ωωω ∇p̃ in Ω (4.1)
∇ VVV 0 in Ω (4.2)
nnn VVV 0 on ∂Ω (4.3)

1 厳密にいうと，下半連続な凸汎関数であれば〈劣微分〉という（一般に多価の）微分係数
が定義できる [2, 11]．

43
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(4.1)の両辺の curlをとったものが〈渦方程式〉である：

∂tωωω ∇ VVV ωωω 0 (4.4)

ここでは，領域 Ω は 2 の有界領域で，その境界 ∂Ω は十分滑らか (C2 ε -
class)であるとする．さらに，簡単のため，Ω は単連結領域とする．2任意のベ
クトル場VVV L2Σ Ω は (3.22)と (4.3)を満足する．したがって，(4.1)はヒルベ
ルト空間 L2Σ Ω における発展方程式だと考えることができる．
定式化をわかりやすくするために，Ω 2（x-y平面とする）を 3 の中に

埋め込み，面に垂直な座標 zを考えて eee : ∇zと書く．

Lemma 4.1. 非圧縮条件 (4.2)と境界条件 (4.3)を満たす任意のVVV はClebsch表現

VVV ∇ϕ eee ∇ ϕ∇z (4.5)

の形に書くことができる．ただし，ϕ は一価関数であり，境界条件 γ0ϕ 0を
みたす．すなわち，

L2Σ Ω ∇ϕ eee ; ϕ H10 Ω (4.6)

Proof. 明らかに ∇ ∇ϕ eee ∇ ∇ ϕeee 0．また，ϕ H10 Ω に対し
て nnn ∇ϕ eee eee nnn ∇ϕ 0．したがって，X ∇ϕ eee ; ϕ H10 Ω
L2Σ Ω .そして，X の L2Σ Ω における補空間は 0 である．これを示そう．VVV
L2Σ Ω が

VVV ∇ϕ eee 0 ϕ H10 Ω (4.7)

を満たすとする．一般化された Stokesの定理により VVV ∇ϕ eee eee ∇
VVV ϕ .ここで∇ VVVは eee のコンポーネントしかもたないので，(4.7)は∇ VVV 0
であることを意味する．VVV L2Σ Ω であるから，∇ VVV 0かつ nnn VVV 0．L2Σ Ω
の元でこれらをみたすものは 0しかない．したがって (4.6)を得る（[10]参照）.

Clebsch表現 (4.5)を用いて渦度を書くと，

ωωω ∇ VVV ∆ϕ eee : ωeee

これを渦方程式 (4.4)に代入すると，eee 成分だけの方程式となり，3

∂tω ω ω in Ω (4.8)

2 したがって L2H Ω 0 ．多重連結領域を考える場合は，コホモロジー群（調和ベクトル
場）を考える必要があるが，これはダイナミックではない（フラックスは保存量である）の
で，関数空間から除いておけばよい．
3十分滑らかなVVV に対して，2次元渦方程式 (4.8)は非線形 Liouville方程式の形をとる．これに
対応するハミルトンの方程式（特性常微分方程式）はハミルトニアン＝流れ関数（Clebschポテン
シャル）ϕを用いて dxxx dt ∂yϕ ∂xϕ VVV .と書ける．境界条件 nnn VVV eee nnn ∇ ω 0
により，特性曲線は領域 Ω 内に閉じ込められている．したがって，ω について境界条件を
必要としない（与えてはならない）．渦方程式 (4.8)のみによって ω の時間発展が決められ，
対応する流れは VVV ∇ ω eee と定めることができる．
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ただし
a b ∇a ∇b eee ∂ya ∂xb ∂xa ∂yb

は ∆ の逆作用素（Dirichlet境界条件のもとでの）である： : ω ϕ は
Laplace方程式

∆ϕ ω in Ω ϕ 0 on ∂Ω (4.9)

の解を与える．よく知られているように， : L2 Ω H10 Ω H2 Ω は自
己共役作用素である．ϕ H10 Ω に対して ω ∆ϕ を H 1 Ω の元として与
えることができる．4逆作用素は :H 1 Ω H10 Ω によって弱解を与える．
Theorem 4.1. 渦方程式 (4.8)を関数空間 H 1 Ω における発展方程式と解釈す
る：すなわち，弱形式

∂tω ω ω φ 0 φ H10 Ω (4.10)

で考える．関係 ϕ ω , VVV ∇ϕ eee , および ωωω ωeee のもとで (4.10) は
L2σ Ω における発展方程式としてのオイラー方程式 (4.1)と等価である．
Proof. L2σ Ω の位相でオイラー方程式 (3.24)は

∂tVVV VVV ωωω ∇p̃ vvv 0 vvv L2σ Ω (4.11)

を意味する．Theorem2.5により,(4.11)の左辺は ∂tVVV VVV ωωω vvv となる．Lemma4.1
により，vvv ∇φ eee ∇ φeee （φ H10 Ω ）とおくことができる．これを
(4.11)に代入して

∂tVVV VVV ωωω ∇ φeee eee ∇ ∂tVVV VVV ωωω φ
∂tω ω ϕ φ

したがって (4.11)は (4.10)と等価である．
弱形式の渦方程式 (4.10)をハミルトン形式に書こう．ハミルトニアンはエ

ネルギーであるから，自然な選択として H VVV 2 2であろう．Clebsch表現
VVV ∇ϕ eee を使ってH ∇ϕ 2 2 ϕ ∆ϕ 2と書くこともできる．いま
状態ベクトルは渦度 ω であるから，ϕ ω と表現して

H ω 1
2 Ω

dx ω ω (4.12)

とおく．これは H 1 Ω 上の連続汎関数である．また，H 1 Ω のノルム
（H10 Ω の “negative norm”）の 2乗である．
この汎関数の—L2 Ω の内積に関する—勾配は，作用素 の自己共役性

を用いて,
∂ωH ω ω (4.13)

と計算される．∂ωH ω は全ての ω H 1 Ω に対して H10 Ω -値のベクトル
として評価できる．
4 H 1 Ω は H10 Ω の（L2 Ω の内積に基づく）共役空間である．
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次にポアッソン作用素を定式化する．形式的には [5, 6, 7, 8]

ω ψ ∂yω ∂x ∂xω ∂y ψ ω ψ (4.14)

と置けばよい．しかし，こう書くにはω が（何らかの意味で）微分可能な関数
でなくてはならない．私たちは，ω の微分可能性について強い条件を仮定でき
ない（そうすると可解性が危うくなる）ので，これを一般化する必要がある．
空間 H 1 Ω での弱形式に見合う定式化が必要なのである (Theorem4.1参照)．
形式的に計算すると

ω ψ φ ω ψ φ ω ψ φ (4.15)

この右辺は ω C Ω ，ψ φ H10 Ω に関して定義可能である．実際

ω ψ φ ω sup
Ω
dx ψ φ

ω sup
Ω
dx ∇ψ ∇φ

ω sup ∇ψ ∇φ

ただし ω sup supx Ω ω x ．したがって (4.15)の右辺は φ H10 Ω に対す
る有界線形写像だと考えることができる（ω と ψは 2つのパラメタとして含ま
れる）．これを ω ψ φ : F ω ψ ;φ と書く．この汎関数によって，(4.15)の
左辺にある ω ψ をH10 Ω H 1 Ω の元として「定義」する．すなわち，

ω ψ φ : F ω ψ ;φ φ H10 Ω

ω C Ω をパラメタとすると， ω はψに作用する有界線形写像である：

ω : H10 Ω H 1 Ω

明らかに ω ψ φ ψ ω φ ,したがって ω は反対称である．
以上をまとめて渦方程式 (4.8)をハミルトン形式

∂tω ω ∂ωH ω (4.16)

に書くことができる．Theorem4.1に示したように (4.16)は H 1 Ω の弱形式
発展方程式であり，L2σ Ω の発展方程式としてのオイラー方程式 (4.1)と等価
である．
Remark 4.1. 任意の ω C Ω にたいして ω は H10 Ω H 1 Ω の有界
線形作用素として定義されている（上限は ω の関数として変化する）．また
∂ωH ω は H 1 Ω H10 Ω の有界線形作用素である．したがって，発展方
程式 (4.16)の右辺＝生成作用素を構成する「各部分」はきちんと定義されたこ
とになる．しかし，生成作用素全体として考えるとき， ω は ∂ωH ω と
共通の ω で評価しなくてはならず，このことによって生成作用素が非線形に
なる（Remark 3.1）．∂ωH ω は全ての ω H 1 Ω に対して評価でき，値は
D ω H10 Ω の中にとるのだが，その前提として ω が定義されて
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いなくてはならない．ところが， ω は ω C Ω に対してしか定義でき
ない．
このことが，この問題の非線形性の難しさの本質を「幾何学的」に表現して

いる：軌道 ω t ( H 1 Ω )がノルム ω sup に関して「遠方」へ遠ざかって
ゆくとすると，その遠方では幾何学構造（ポアッソン作用素 ω ）が定義
されなくなり，発展方程式 (4.16)は意味を失うのである.

ω と ∂ωH ω の結合が成立するためには，生成作用素 ω ∂ωH ω
の定義域をC Ω に制限しなくてはならない．幸運にも，この定義域は十分に
広い：十分滑らかな（Hölder連続）初期条件から出発した軌道は， ω sup が
有限な領域の中に留まることが証明されるからである [4].

4.2 カシミール元

4.2.1 ω の核

ポアッソン作用素 ω の核（H10 Ω の部分空間)を調べよう．
Proposition 4.1. ω C Ω が与えられたとき，ψ H10 Ω が Ker ω の元
であるための必要十分条件は

ω∇ψ ∇θ θ H1 Ω (4.17)

と書けることである．したがって，

Ker ω ψ H10 Ω ω∇ψ L2σ Ω (4.18)

Proof. 定義 (4.14)より,ψ Ker ω であるとは，H 1 Ω の位相で ω ψ
0であること，すなわち

ω ψ φ ω∇ψ ∇φ eee 0 φ H10 Ω (4.19)

を意味する．Lemma4.1により，(4.19)は

ω∇ψ vvv 0 vvv L2σ Ω (4.20)

を意味する．(4.17)したがって (4.18)を得る．
核の元 ψ Ker ω に対して，これを「積分」してカシミール元を作る

ためには，ω と ψ の明示的な関係が必要である．
まず ω C1 Ω としよう．すると ω ψ は古典的に ω ψ ∇ω ∇ψ

eee L2 Ω と表現できる.したがって ψ H10 Ω が Ker ω の属するため
の必要十分条件は

ω ψ 0 L2 Ω (4.21)

式 (4.21)は ∇ω C Ω と ∇ψ L2 Ω がほとんど全ての点（ただしこれらの
一方が０になる領域を除いて）で平行になることを意味する．そのような ω と
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!plateau

boundary of "

boundary of "#

Fig. 4.1 関数 ω が与えられたとき，Ω ω とは，Ω の部分領域であり，ω のレベルセット
を境界とするような最大の領域である．また「プラトー」Ωp Ω すなわち ω=constantとな
る部分領域も示す.

ψ の関係は，あるスカラー関数 ζ x y を用いて，

ω f ζ ψ g ζ (4.22)

と書ける．最も簡単な解は
ψ g ω (4.23)

(つまり f I)．この解のクラスについてはψがωの関数として明示的（explicit）
であるから，これを「積分」して

C ω
Ω
G ω d2x (4.24)

とすればよい．ただし G τ g τ dτ である．
この構築から明らかなように，ω と ψ の implicitな関係である (4.22)を網

羅する核の元 ψ についてカシミール元を生成することは困難である．形式的
に (4.22)を ψ g f 1 ω と書くと， f 1 が一価関数にならない場合である．
以上ではω がC 1 Ω に属すると仮定したが，この条件は少し緩めることが

でき，ω C0 1 Ω （すなわち Lipschitz連続関数）に拡張してよい．Lipschitz
連続関数については，ほとんど全ての点で古典的な勾配微分 ∇ω が評価でき，
また ∇ω は有界である [9]．
上記の g τ は正則性についていえばLipschitz連続であれば十分であるが，

ψ H10 Ω であるためには境界条件ψ ∂Ω 0を要するので，これを満たすよ
うに選ぶ必要がある．Ω ω Ω は，その中に含まれる ω のレヴェルセット
が境界と交わらないような領域であって最大のものとする（Fig. 4.1参照）．こ
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Fig. 4.2 ψ と ω の関係を表現するグラフの双対な関係. (a)プラトーをもつω f ψ のグラ
フ．(b)ジャンプをもつ ψ g ω のグラフ．

れは連結集合である必要はないが，以下の議論では Ω ω /0となるような ω
を考えて議論をすすめる．関数 ψ g ω が境界条件 ψ ∂Ω 0を満たすため
には，supp ψ : x Ω ψ x 0 Ω ω となるように関数 g τ を選ばな
くてはならない．
しかし，(4.23)は ω の「特異点」から生じる別の種類の解を見落とし

ている．ω が〈プラトー = plateau〉をもつとき，すなわち ω ω0 (constant)と
なる領域Ωp Ω があるとき（図 4.1参照），そこで局所的に作用素 ω は
恒等的に０となる：

ω ω0 0 in Ωp

したがって Ωp 内では任意の ψ に対して θ ω0ψ と置けば (4.17)を満たすこ
とができる．上記の解 (4.23)は，ψ g ω0 = constant inΩpと制限しているこ
とに注意しよう．この制限（退化）を除くためには関数 gの連続性を捨てなく
てはならない．まず，(4.22)に戻って，(4.23)を逆転した解

ω f ψ (4.25)

を考える．ここで f は Lipschitz連続な関数とする ϑ η dη f η とおくと，
ω∇ψ ∇ϑ ψ と計算することができる．ただし，両辺の勾配微分は，ψ が
Lipschitz連続であれば，Ω 内のほとんど全ての点で古典的に評価できる．も
し f η がある区間 ψ η ψ で一定値 ω0 をとると，関数 f ψ は ψ
ψ ψ の領域でプラトー f ψ ω0 をもつ:図 4.1，4.2(a)参照．ω に対して
ψ を求めるという立場にもどると，g f 1 とおいて (4.25)を (4.23)の形に書
きなおすことになる．このとき， f のグラフにおけるプラトーは gのグラフの
〈ジャンプ = jump〉になる：図 4.2(b)．
有限な領域Ωp Ω でプラトーをもつ関数 ω x y が与えられたとき，関数

g ξ は ξ ω0 : ω Ωp においてジャンプをもつことを許すものとする．この
ような関数の一般形を g ω gL ω αY ω ω0 とおく．ただし，gL ω は
Lipschitz連続な関数，Y ω ω0 はステップ関数，そしてαはジャンプの幅を与
える定数である．ステップ関数のギャップ limω ω0 g ω ψ と limω ω0 g ω
ψ ψ α の間を繋いでグラフを連結集合にしておく：図 4.2(b)参照．関数
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g ω は特異点 ω ω0 において多価あるから，関数 ψ xxx g ω xxx の値はプ
ラトーΩpにおいて，区間 ψ ψ 内で任意の値をとることができる．十分滑
らかな ψ を選んで，ψ H1 Ω と仮定することができる．
以上をまとめて次の系を得る．

Corollary 4.1. ω C0 1 Ω は Ω ω /0を満たす関数であるとする．このと
き Ker ω は D ω H10 Ω の無限次元部分空間であり，次のように
表現される元を含む：

ψ g ω (4.26)

ただし g ξ は境界条件

g ω xxx 0 xxx ∂Ω (4.27)

を満たし，
g ξ gL ξ

ν
∑
1
α Y ξ ω (4.28)

と表わすことができる関数である．ここで gL ξ は Lipschitz連続な任意の関
数，ν は ω がもつプラトーの数，ω は ω のプラトー値, Y ξ は連結されたス
テップ関数，α は任意の定数である．

Remark 4.2. Ker ω の元を表現する g ω に関する仮定 (4.28)は，まだか
なり制限されたものである：
(i)プラトー領域において，(4.17)はさらに多様な分布をもちえる．実際，プ

ラトー内での ψ の値は区間 ψ ψ に制限される必要はない．この区間を超
える値をもつ ψ を考えようとすると，g ξ のグラフは ω0においてジャンプす
るだけでなく「ひげ」をもったものになる．しかし．，次項で述べるように，そ
のようなグラフは，それを積分してカシミール元を構築することができない．
(ii) (4.28)において，連続な部分 gL ξ は，さらに Lipschitz連続であると仮

定している．この仮定のもとで，ψ g ω (ω C0 1 Ω )は Lipschitz連続であ
ることが保証され，したががって ψ H1 Ω である．しかし，この正則性条
件は．個別の ω については緩和することができる．実際，g ω ∇ω H1 Ω
が満たされさえすればよい．

4.2.2 カシミール元の構築

最後に，Corollary 4.1 で与えた Ker ω の元を ω について「積分」して，
カシミール元C ω を構築しよう．
最初に g ξ C を仮定しよう．G ξ : dξ g ξ とおいて

CG ω
Ω
dxG ω (4.29)

とする．この汎関数の勾配は，定義 (3.2)にしたがって計算すれば容易にもと
められる：ω を εω̃ で摂動すると
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δCG ω ω̃ ε
Ω
dxg ω ω̃ O ε2

したがって ∂ωCG ω g ω をえる．つまり，(4.29)によって定義したCG ω
は g ω Ker ω に対応するカシミール元である．
つぎに，プラトーをもつω において生じる特異な g ω について，これを積

分することを考えよう．ジャンプをもつ g ξ に対する形式的な原始関数 G ξ
は〈キンク = kink〉をもつ関数となり，折れ曲がり点では古典的な微分係数は
計算できない．したがって「特異なカシミール元」を定義するためには，同時
に勾配微分の概念も拡張しなくてはならない．ここでは Clarke gradient [3]を
用いて特異な汎関数の勾配を定義する：F : の Clarke gradient（∂̃xF x
と書く）とは，

lim
j ∞

∂xF x δ j with lim
j ∞

δ j 0 (4.30)

なる極限値の集合の凸包（convex hull）として定義される集合値関数である．
F x が連続微分可能である場合は，明らかに ∂̃xF x は古典的な勾配（微分係
数）∂xF x と等しい．F x がキンクをもつとき，折れ曲がり点で ∂̃xF x を評価
すると，図 4.2(b)に示したような「ギャップを埋めた」ジャンプが得られる．も
し F u がヒルベルト空間 X で定義された下半連続凸関数であるなら，∂̃uF u
は〈劣微分 = sub-differential〉，すなわち

∂̃uF : u g F u δ F u g u δ X (4.31)

に等しい [2, 11].
以上をまとめると次の命題を得る．

Proposition 4.2. ω C0 1 Ω はΩ ω /0を満たす関数であるとする．(4.27)お
よび (4.28)を満たす g ξ に対して一般化された原始関数G ξ を g ξ ∂̃ξG ξ
となるように定める．CG ω ΩdxG ω と定義すると，これは ∂̃ωCG ω
Ker ω を満たす一般化されたカシミール元である．
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